Funcgoes e algebra no ensino secundario'

NCTM, EUA

No 9° ao 12° ano de escolaridade todos os estudantes devem:

1. Compreender regularidades, relagdes, e fungdes:

generalizar regularidades usando fungdes definidas explicitamente recursivamente;
compreender relagdes e fungdes e seleccionar, converter e usar varias representacdes destes
objectos matematicos;

analisar fungdes de uma varidvel investigando taxas de mudanca, intersecgdes com os €ixos,
zeros, assimptotas, e o comportamento local e global,

compreender e executar transformagdes tais como combinagdo aritmética, composicdo e
inversdo de fungdes usuais, usando a tecnologia para executar tais operagdes em expressdes
simbolicas mais complicadas;

compreender e comparar as propriedades das classes das fungdes, incluindo fungdes
exponenciais, polinomiais, racionais, logaritmicas, e periddicas;

interpretar representagdes das func¢des de duas variaveis.

2. Representar e analisar situa¢cdes matematicas e estruturas usando simbolos algébricos:

compreender o significado de formas equivalentes das expressoes, equagdes, desigualdades e
relagoes;

escrever formas equivalentes das equagdes, desigualdades e sistemas das equagdes e resolvé-
las fluentemente — mentalmente ou com papel e lapis em casos simples e usando tecnologia em
todos os casos;

usar algebra simbdlica para representar e explicar relagdes matematicas;

usar uma variedade de representacdes simbolicas, incluindo equagdes recorrentes e
paramétricas, para fungdes e relagoes;

julgar o significado, a utilidade, e a razoabilidade dos resultados das manipulagdes simbolicas,
incluindo as realizadas pela tecnologia.

3. Usar modelos matematicos para representar e compreender relagdes quantitativas:

identificar as relagdes quantitativas essenciais numa situa¢do e determinar a classe ou classes
das fungdes que puderam modelar essas relagoes;

usar expressdes simbolicas, incluindo formas iterativas e de recorréncia, para representar as
relagdes que surgem em varios contextos;

tirar conclusdes razoaveis sobre uma situagdo que esta sendo modelada.

4. Analisar a mudanga em varios contextos:

aproximar e interpretar taxas de mudanga de graficos e dados numéricos.

' Tradugdo do Algebra standard, extracto dos Principles and standards for school mathematics, do NCTM
(2000, pp. 296-306). Reston, VA: NCTM. De notar que este texto retoma a perspectiva classica, que inclui os
estudo das Fungdes como parte da Algebra.



Funcgdes e algebra

Na visio da Matematica escolar destes Standards, os estudantes do 3° ciclo®
aprenderdo que as regularidades podem ser representadas e analisadas matematicamente. No
9° ano, terdo representado fungdes lineares com tabelas, graficos, regras verbais e simbdlicas e
terdo trabalhado e interpretado estas representagdes. Terdo explorado também algumas
relacdes nao-lineares.

Na escola secundaria’, os estudantes devem ter oportunidades de se apoiar nestas
experiéncias, aprofundando sua compreensdo das relacdes e das fungdes e expandindo o seu
repertério de fungdes familiares. Os estudantes devem usar ferramentas tecnoldgicas para
representar e estudar o comportamento de fun¢des polinomiais, exponenciais, racionais, €
periddicas, entre outras. Aprenderdo combinar fungdes, expressa-las em formas equivalentes,
compd-las e inverté-las quando possivel. A medida que o fazem, virio a compreender o
conceito de uma classe das fungdes e aprender a reconhecer as caracteristicas de varias
classes.

A algebra na escola secundaria também deve proporcionar aos estudantes
compreensdo da abstrac¢do e estrutura matematica. No 9° ao 12° ano de escolaridade, os
estudantes devem desenvolver uma compreensao das propriedades algébricas que governam a
manipulacdo dos simbolos nas expressoes, equagdes e inequacdes. Devem tornar-se fluentes
em executar tais manipulacdes pelos meios apropriados — mentalmente, a mao ou com a
maquina — para resolver equagdes e inequagdes, para gerar formas equivalentes das
expressoes ou fungdes, ou para provar resultados gerais.

A classe mais alargada das fungdes disponiveis aos estudantes da escola secundaria
para a criacdo de modelos matematicos deve fornecer-lhes meios versateis e poderosos para
analisar e descrever seu mundo. Com utilidades para a manipulacio de simbolos,
representacdo grafica e ajustamento de curvas e com sofiware e folhas de célculo
programaveis para representar processos iterativos, os estudantes podem modelar e analisar
um conjunto de fendmenos alargado. Estas ferramentas matemadticas podem ajudar os
estudantes a desenvolver uma compreensao mais profunda dos fendmenos reais. Ao mesmo
tempo, trabalhar em contextos reais pode ajudar os estudantes a entender o sentido dos
conceitos matematicos subjacentes e pode promover uma apreciagdo desses mesmos

conceitos.

* No original em inglés, middle school.
3 No original em inglés, high school.



Compreender regularidades, relacoes e funcoes

As experiéncias em algebra dos estudantes da escola secundaria devem permiti-lhes

criar e usar representagdes tabulares, simbdlicas, graficas e verbais e analisar e compreender

regularidades, relagdes e funcdes com mais sofisticagdo do que no 3° ciclo. Ajudando os

estudantes da escola secundéria a aprender sobre as caracteristicas de classes particulares das

funcdes, os professores podem considerar util comparar e contrastar situagdes modeladas por

funcdes de varias classes. Por exemplo, as fungdes que modelam as caracteristicas essenciais

das situagodes na figura 7.4 sdo completamente diferentes uma da outra. Os estudantes devem

poder expressa-las usando tabelas, graficos e simbolos.

Situagdo 1: Em Fevereiro de 2000 o custo adicional de enviar uma carta em correio azul era
33 céntimos para a primeira onga’ e 22 céntimos adicionais para cada onca ou parcela até 13

ongas.
Numero de
ongas 1 2 3 4 5 P
Custo em 33 33+22 | 33+2,22 | 33+3,22 | 33+4,22 334(P-1)22
céntimos

Situacgdo 2: Durante 1999 a populacdo do mundo chegou a 6 bilhdes. A taxa de crescimento
média prevista € de 2 por cento por ano.

Situagdo 3: Uma tabela de dados da o nimero dos minutos da luz do dia em Chicago, Illinois,
do dia 1 de Janeiro ao dia 30 de Dezembro 2000.

551, 553, 555, 557, 559, 562, 565, 568, 571, 575, 579, 582, 586, 591, 595, 599, 604, 609, 614, 619, 624, 629,
634, 639, 644, 650, 655, 661, 666, 672, 677, 683, 689, 694, 700, 706, 711, 717, 723, 728, 734, 740, 745, 751,
757,762, 768, 773, 779, 785, 790, 796, 801, 806, 812, 817, 822, 827, 832, 837, 842, 847, 852, 856, 861, 865,
870, 874, 878, 881, 885, 889, 892. 895. 898, 901, 903, 905, 907, 909, 911, 912, 913, 914, 9141 914, 914, 914,
914, 913. 912, 911 909, 907, 905, 903, 901, 898, 895, 892, 889, 885, 882, 878, 874, 870, 866, 861, 857, 852,
848, 843, 838, 833, 828, 823, 818, 813. 807, 802, 797, 791, 786, 781, 775, 770, 764, 758, 753, 747, 742, 736,
731, 725, 719, 714, 708, 703, 697, 691, 686, 680, 675, 669, 664. 658, 653, 648, 642, 637, 632, 627, 622, 617,
612, 607, 603, 598, 594, 590, 585, 581, 578, 574, 571. 567, 564, 561, 559, 557, 554, 553, 551, 550, 549, 548,
547, 547, 547, 548, 548, 549, 550

Figura 7.4 — Trés situagdes que podem ser modeladas por funcdes de diferentes classes

* Uma onga corresponde a 28,35 gramas.



Para a primeira situacdo, os estudantes puderam comecar gerando uma tabela de
valores. Se C for o custo em centavos de enviar uma carta e P for o peso da carta em ongas,
entdo a fungdo C = 33 + 22(P — 1) descreve C em fun¢do de P para valores inteiros positivos
de P até 13. Os estudantes devem compreender que esta situagdo tem algumas propriedades
lineares. Para valores reais de P, os pontos no grafico de C = 33 + 22(P — 1) situam-se numa
linha e a taxa de variacdo ¢ constante a 22 céntimos por ong¢a. Contudo, o custo real do porte
postal e a fungdo linear s6 concordam em valores inteiros positivos de P. Os estudantes
devem entender que o grafico do custo postal como func¢do do peso ¢ uma fungdo em escada,

como se vé€ na figura 7.5.
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Figura 7.5 — Uma comparagdo das fun¢des em escada e linear

Para a segunda situagdo descrita na figura 7.4, os professores poderiam incentivar os
estudantes a encontrar uma expressao geral para a funcdo e notar como a sua forma difere da
funcdo em escada que descreve o custo postal. Alguns estudantes podem gerar uma defini¢ao
iterativa ou recursiva para a fun¢@o, usando a populagdo de um dado ano (AGORA)
determinar a populac¢ao do ano seguinte (SEGUINTE):

SEGUINTE = (1,02) * AGORA, comeco em 6 bilhdes
(Ver a discussdo de equacdes AGORA-SEGUINTE na seccao “Representagdo” do capitulo 6)
Além disso, os estudantes devem ser capazes de reconhecer que esta situacdo pode ser
representada explicitamente pela fun¢do exponencial f(n) = 6(1.02)", onde f(n) é a populagio

em bilhdes e n € o numero de anos desde 1999. Uma discussdo sobre se esta formula é



indefinidamente um bom modelo ajudaria os estudantes ver as limitagdes de modelos
matematicos.

Para a terceira situagdo, os estudantes podem comecar por representar graficamente os
dados fornecidos. Ajuda-los-4 saber que em toda parte na Terra excepto no Equador, o
periodo da luz solar durante o dia aumenta seis meses do ano e diminui nos outros seis. A
partir do grafico, devem poder ver que o aumento didrio na luz do dia ndo ¢ constante na
primeira metade do ano e que a diminuicdo na segunda metade do ano também ndo ¢
constante. Poderia pedir-se aos estudantes para encontrar uma fun¢do que modelasse bem os
dados. O professor poderia dizer-lhes que a duragdo da luz do dia pode certamente ser
modelada por uma fungdo da forma 7(¢) = Ty +7T4 (0)sen(w? +¢), onde ¢ ¢ medido em meses,
Tave = 0 tempo médio de luz do dia = 12 horas; 74(0) = amplitude, dependendo da latitude ©
(mudanga de sinal no equador); ® = frequéncia = 2n/12, e ¢ = fase (dependendo da escolha do
tempo inicial 7). Os estudantes verdo tais formulas na disciplina de Fisica e precisam de
compreender que elas expressam modelos de fendmenos fisicos. E também importante notar
que os parametros nas equagdes fisicas t€ém unidades.

Apds ter explorado e modelado as trés situagdes, uma por uma, os estudantes
poderiam ser chamados a comparar as situagdes. Por exemplo, poderia ser-lhes pedido para
encontrar as caracteristicas comuns a duas ou mais das funcdes. Alguns estudantes podem
notar que, nos intervalos dados, a primeira fungdo nao decresce, a segunda cresce estritamente
e a terceira aumenta e diminui. Os estudantes necessitam ser sensiveis aos factos de que
fungdes que sdo crescentes num certo intervalo ndo permanecem necessariamente crescentes
em todo o lado e que fungdes crescentes podem ter diferentes taxas de crescimento, como
ilustram estes trés exemplos.

Poderia pedir-se aos estudantes para considerarem as vantagens e as desvantagens das
diferentes maneiras de representar as trés fungdes. O professor deve ajudar os estudantes a
compreender que, dependendo do que se quer saber, diferentes representagdes destas funcdes
podem ser mais ou mais menos uteis. Por exemplo, no primeiro caso, uma tabela pode ser a
maneira mais conveniente de representar inicialmente a fungdo do porte postal. O mesmo
pode acontecer no terceiro exemplo se o objectivo for determinar rapidamente quanta luz
solar havera num dado dia. Apesar da comodidade de se poder ler um valor directamente,
contudo, a tabela pode obscurecer a periodicidade do fendmeno. A periodicidade torna-se
visivel quando a fungdo € representada grafica ou simbolicamente. De modo semelhante,

embora os estudantes possam primeiro criar tabelas quando lhes for apresentada a segunda



situagdo, as representagdes graficas e simbodlicas da fungdo exponencial podem ajudar os
estudantes a desenvolver uma melhor compreensao da natureza do crescimento exponencial.

Os estudantes da escola secundédria devem ter uma substancial experiéncia na
exploragdo das propriedades das diferentes classes de fungdes. Por exemplo, devem aprender
que a funcdo f{x) =x"— 2x — 3 ¢é quadratica, ou seja, que o seu grafico ¢ uma parébola e que
este grafico abre para “cima” porque o coeficiente principal ¢ positivo. Devem também
aprender que algumas equagdes quadraticas ndo tém raizes reais e que esta propriedade
corresponde ao facto que os seus graficos ndo atravessam o eixo dos xx. E devem ser capazes
de identificar as raizes complexas dessas fungdes quadraticas.

Além disso, os estudantes devem aprender reconhecer como os valores dos parametros
definem a forma dos graficos das fun¢des de uma classe. Com acesso a sistemas de algebra
simbolica (CAS) — software num computador ou calculadora que realiza manipulacdo de
expressoes e equacdes simbolicas e que pode calcular ou aproximar valores de fungdes ou
solucdes de equacdes e pode representar graficamente funcdes e as relacdes — os estudantes
podem facilmente explorar os efeitos das mudangas em pardmetros como meio de
compreender melhor as classes fungdes. Por exemplo, exploragdes com funcdes da forma
y = ax™+ bx + ¢ conduz a alguns resultados interessantes. As consequéncias das mudangas nos
parametros a e ¢ nos graficos das fungdes sao relativamente faceis de observar. As mudancas
em b ndo sdo tdo dbvias: mudando b resulta numa translagdo da paradbola ao longo de uma
linha ndo vertical. Além disso, o trago dos vértices das parabolas que se formam a medida que
b varia forma igualmente uma parabola. Explorando fung¢des na forma

fx) =a(x—b)’ +b(x—h) + ¢
e ver como seus graficos mudam a medida que / varia também fornece uma base para
compreender transformacdes e mudangas de coordenadas.

Enquanto os estudantes da escola secundaria estudam diversas classes das fungdes e se
tornam familiares com as propriedades de cada uma, devem comegar a ver que classificar
funcdes como linear, quadratica ou exponencial faz sentido porque as fungdes em cada uma
destas classes partilham atributos importantes. Muitos destes atributos sdo propriedades
globais das fungdes. Considere-se, por exemplo, os graficos das trés fungdes exponenciais na

forma f(x) =a b" + c,coma>0eb> 1, dado na figura 7.6.



glx)=3+2X+4 hix)=2-3*-1 k(x)=2+1.1%

Figura 7.6. Graficos de fun¢des exponenciais na forma f(x) = a b* + ¢

Para ajudar a estudantes observar e descrever caracteristicas destas trés funcdes, os
professores podem perguntar, “O que acontece a cada uma destas func¢des para valores
positivos grandes de x? Para valores negativos grandes de x? Onde cruzam o eixo dos yy?”
Um estudante pode notar que os valores de cada fun¢do aumentam rapidamente para valores
positivos grandes de x. Um outro estudante pode indicar que interseccdo com o eixo dos yy de
cada grafico parece ser a + c¢. O professor deve entdo encorajar os estudantes explorar o que
acontece nos casos onde a <0 ou 0 <b < 1. Os estudantes devem perceber que mudar o sinal
de a fard reflectir o grafico por uma linha horizontal, enquanto que mudar b e 1/b reflectira o
grafico sobre o eixo dos yy. Os graficos terdo sempre a mesma forma. Este tipo de exploragao
para ajudar os estudantes ver que todas as fun¢des da forma f{x) = a b* + ¢ partilham certas
propriedades. Através do trabalho analitico e exploratdrio, os estudantes podem aprender as

propriedades destas e de outras classes de funcdes.

Representar e analisar situacdes e estruturas matematicas usando simbolos algébricos

Fluéncia no simbolismo algébrico ajuda os estudantes a representar e resolver
problemas em muitas areas do curriculo. Por exemplo, provar que o quadrado de qualquer
inteiro impar ¢ um maultiplo de 8 mais 1 (veja a discussdo na seccdo “Numero” deste
capitulo’) pode envolver representar nimeros impares e operar algebricamente nessa
representacdo. Do mesmo modo, as equagdes na figura 7.7 sugerem uma justificacao

algébrica de um argumento visual para o teorema de Pitagoras. E muitas conjecturas

> Refere-se ao capitulo dos Standards sobre o ensino secundario, de que o presente texto constitui uma das
secgoes.




geométricas — por exemplo, que as medianas de um triangulo se cruzam num ponto — podem
ser provadas representando a situacdo por coordenadas e manipulando as formas simbolicas
resultantes (veja a secgdo “Geometria” deste capitulo®). Argumentos algébricos directos
podem ser usados para mostrar como a média e o desvio padrdo de um conjunto de dados
mudam se as medidas da amostra forem convertidas de metros quadrados para pés quadrados

. ~ D ~ T
(veja seccdo “Raciocinio e demonstragao” deste capitulo”’).

7o -

¢ = (a-by + 4[;80) = &  * PP

Figura 7.7 — Uma explicagao algébrica de uma prova visual do Teorema de Pitdgoras

Os estudantes devem poder operar fluentemente com expressdes algébricas,
combinando-as e reexpressando-as em formas alternativas. Estas capacidades estdo na base da
capacidade de encontrar solugdes exactas de equacgdes, um objectivo que tem estado sempre
no coragdo do curriculo de algebra. Até mesmo resolver equagdes como

(x+1)P2+x-2)+7=3(x-3)+4x+5)+1
requerem algum grau de fluéncia. Encontrar e compreender o significado da solugdo de uma
equacao como
PRS- S

requer que a equacao possa ser escrita como uma equagao quadratica fazendo a substituicao
u = ¢”. (Tal equagio merece atencio cuidadosa porque uma das raizes da equagdo quadratica
¢ negativa.) Se resolvem equagdes mentalmente, & mao ou usando CAS, os estudantes devem
adquirir facilidade no uso de simbolos que lhes permita representar situagdes simbolicamente,

seleccionar métodos apropriados da solugdo e julgar se os resultados sdo plausiveis.

6 \ .
Idem a nota anterior.
"1dem a nota anterior.



Ser capaz de operar com simbolos algébricos ¢ também importante porque a
habilidade de reescrever expressoes algébricas permite aos estudantes reexpressar funcdes de
modos que revelam tipos diferentes de informagdo sobre elas. Por exemplo, dada a funcao
quadratica fix)=x*—2x—3, de que ja discutimos anteriormente algumas propriedades
graficas, os estudantes devem poder reexpressa-la como f{x) = (x — 1)* — 4, uma forma onde
eles podem facilmente identificar o vértice da parabola. E devem também poder expressar a
funcdo na forma f{x)= (x — 3)(x + 1) e assim identificar as suas raizes comox =3 e x =—1.

O seguinte exemplo como as capacidades da manipulagdo simbolica e de interpretagdo
de graficos podem trabalhar em apoiando-se mutuamente ¢ um composi¢do hipotética de
actividades exploratorias da sala de aula, inspirado em Waits ¢ Demana (1998):

Um professor pede que lhe os estudantes analisem a func¢do

0 = 2x* +11x+6

x-2
e fagam tantas observagdes sobre ela quanto possivel. Alguns estudantes comegam tentando
representar graficamente a fungdo, marcando pontos a mao. Alguns estudantes usam um CAS
e outros executam o algoritmo da divisdo & mao, produzindo a forma equivalente

36

fx)=2x+15+ -2

Alguns estudantes representam graficamente a fun¢do original ou na forma
equivalente num computador ou numa calculadora gréafica; a funcao zoom permite-lhes ver o

gréafico de vérias formas, como se vé na figura 7.8.

. : . R 2x* +11x+6
Figura 7.8 — Diferentes perspectivas da fungdo f(x) = 5
x —
E dificil interpretar alguns dos graficos perto de x =2, uma matéria que a classe
retoma mais tarde. Focalizando um grafico onde o zoom foi usado varias vezes (ver a figura

7.8¢c), alguns estudantes observam, “o grafico parece uma linha recta”. O professor pede a




turma para decidir-se se ¢ uma linha recta e, se sim, o qual serd a equacao dessa recta. Para
investigar a questdo, o professor sugere que determinem diversos valores de f{x) para valores
positivos e negativos grandes de x e usam o software de ajustamento de curvas para encontrar
a equagdo da linha recta que passa através daqueles pontos. Diferentes grupos escolhem
valores de x diferentes e, em consequéncia, obtém valores ligeiramente diferentes para a
inclinacdo e intersec¢do no eixo dos yy. Contudo, quando a turma discute seus resultados,
alguns alunos descobrem que as rectas que se ajustam aqueles pontos pareceram “proximas”
da recta y =2x + 15. Alguns estudantes indicam que esta funcdo ¢ parte do resultado que
obtiveram ap0s ter executado a divisdo.

A turma conclui que a recta y =2x + 15 ¢ uma boa aproximacgdo de f(x) para valores
de x grandes mas ndo ¢ um ajuste perfeito. Esta conclusdo conduz a questdo como os
estudantes puderam combinar os graficos de g(x) = 2x + 15 e A(x) = 36/(x — 2) para deduzir a
forma do grafico de f(x). Marca¢des a mao e com o computador ajudam os estudantes a
explorar como o grafico da fungdo “contribui para” o grafico da soma. Examinando o
comportamento de

36
h = —_——
@)=

conduz a uma discussdo do que “realmente” acontece perto de x =2, porque a fungdo parece
ser linear para valores grandes de x, e da necessidade de desenvolver um sentido como as
representacoes algébricas e graficas das fungdes sdo relacionadas, mesmo quando software
gréafico ou calculadoras estejam disponiveis.

Os estudantes do 9° ao 12° ano devem desenvolver uma compreensao dos conceitos
algébricos e capacidade na manipulacdo de simbolos que lhes servirdo nas situagdes que
requerem ambos. Exito em lidar com o exemplo mostrado na figura 7.9, por exemplo, requer
mais do que manipulacdo de simbolos. H4 diversas maneiras de abordar este problema, cada
uma das quais requer a compreensdo de conceitos algébricos e facilidade com simbolos
algébricos. Por exemplo, para completar a primeira linha da tabela, os estudantes necessitam
apenas de saber calcular f{x) e g(x) para um valor dado de x. Contudo, para completar a
segunda linha, os estudantes deve saber o que significa compor fungdes, incluindo o papel da
“primeira” e “segunda” func¢io® os nimeros em que elas actuam numa composi¢do. Devem
também compreender como ler os simbolos f{g(x) e g(f{x)). Os estudantes podem raciocinar,
usando uma compreensao intuitiva da inversa de uma fung¢ao, que sendo g(x) =4, x deve ser 1

ou —3. Podem entdo determinar que x ndo pode ser 1, porque g(f(1)) ndo ¢ 81.

¥ Em inglés, “inner” e “outer”.
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X Sx) g(x) Ag(x) g(ftx))
2 80 16
4 81

Figura 7.9 — Se flx) =x* — 1 e g(x) = (x + 1)*, completa a tabela acima.

Uso de modelos matematicos para representar e compreender relacdes quantitativas

Modelar envolve identificar e seleccionar caracteristicas relevantes de uma situagdo
real, representar essas caracteristicas simbolicamente, analisar e raciocinar sobre o modelo e
as caracteristicas da situacao e considerar a precisao e as limitacdes do modelo. No programa
aqui proposto, os estudantes do 3° ciclo terdo usado fungdes lineares para modelar uma
variedade de fenomenos e terdo explorado alguns fendmenos nado-lineares. Os estudantes do
ensino secundario devem estudar modelagdo numa profundidade maior, gerar ou usar dados e
explora—los verificando que tipos de funcgdes se ajustam melhor ou modelam aqueles dados.

Os professores podem achar que se os estudantes gerarem dados os ajuda a ter
interesse em criar modelos matematicos. Por exemplo, os estudantes podem conduzir uma
experiéncia para estudar a relacdo entre o tempo que toma uma prancha (skateboard) a descer
uma rampa de comprimento fixo e a altura da rampa (Zbiek e Heid, 1990). Equipas de
estudantes podem colocar rampas em alturas diferentes e repetidamente rolar pranchas pelas
rampas abaixo e medir o tempo. Uma vez que os estudantes recolham e marquem os dados,
podem analisar as caracteristicas fisicas da situacdo para criar modelos matematicos
apropriados. O seu conhecimento das caracteristicas de varias classes de fungdes deve
ajuda-los a seleccionar modelos potenciais. Nesta situa¢do, quando a altura da rampa
aumenta, menos tempo € necessario, sugerindo que a fungdo ¢ decrescente. Os estudantes
podem discutir a adequacdo de fungdes lineares, quadraticas, exponenciais e racionais
discutindo com base nos seus dados ou nos aspectos fisicos da situagdo. Software de
ajustamento de curvas permite aos estudantes gerar modelos possiveis, cuja adequacao podem
examinar com base nos dados e na situacao.

Ao escolher os tipos de situagdes que os estudantes irdo modelar, os professores
devem incluir exemplos em que os modelos possam ser expressados em forma iterativa ou
recursiva. Considere o seguinte exemplo, adaptado do National Research Council (1998, p.

80), de elimina¢do de um medicamento do sistema circulatorio.
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Uma estudante distendeu o seu joelho em um jogo de voleibol, e seu médico
receitou um anti-inflamatorio para reduzir o inchamento. Ela deve fazer tomar
duas capsulas de 220 miligramas cada 8 horas durante 10 dias. Se seus rins
filtrarem 60% deste remédio no seu corpo em cada 8 horas, que quantidade de
estava em seu sistema apos 10 dias? Que quantidade de remédio estaria no seu
sistema se tomasse o remédio durante um ano?

Os professores podem pedir que os estudantes conjecturem sobre a quantidade de
remédio que estaria no sistema da jogadora de voleibol ao fim de 10 dias. Podem também
perguntar se a droga continua a acumular-se visivelmente no sistema da atleta. Os estudantes
tenderao a predizer que sim e pode-se-lhes pedir para examinar a acumulagao na sua analise.

Os estudantes podem comegar por calcular alguns valores da quantidade de remédio
no sistema da jogadora e procurar uma regularidade. Podem prosseguir modelando
directamente a situacdo, representando-a informalmente como

EM SEGUIDA = 0.4(NOW) + 440, comega em 440
ou mais formalmente como
a; =440 e apr1 = 0.a, + 440 para 1< n <31,

onde 7 representa o numero de doses (a dose 31 seria tomada as 240 horas, ou aos 10 dias) e
a, representa a quantidade da droga no sistema imediatamente depois da n-ésima dose.
Usando a calculadora ou o computador para efectuar calculos como os da figura 7.10, os
estudantes devem ser capazes de ver que a quantidade da droga no sistema circulatorio
alcanga um “equilibrio” apds tomar o remédio, no valor aproximado de 733 1/3 miligramas.
Os estudantes devem aprender expressar a relagdo numa das formas iterativas dadas acima.
Entdo, a Matematica neste exemplo pode ser prosseguida de vérias maneiras. No nivel mais
elementar, os estudantes podem simplesmente verificar o valor de equilibrio mostrando que
0.4(733 1/3) + 440 = 733 1/3 miligramas. Pode-se-lhes pedir para predizer o que aconteceria
se a dose inicial de anti-inflamatorio fosse diferente, fazer funcionar a simulacao e explicar o
resultado que se obtém.

Esta investigacdo abre a porta a exploracdo de sucessdes finitas e séries e a
consideracdo informal de limites. (Por exemplo, impressoes da folha de célculo para “n
grande” para varias dosagens sugere fortemente que a sequéncia {a,} de niveis apods
administracdo do remédio converge.) Expandindo os primeiros termos, vemos que esta ¢ uma

sucessao geométrica finita:
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A 5
B 440
chl) 2 222020 616 ] 2
(@O 2 6864 | @
4 71456 |
5 _725.824 =
6 730329 |
gEGTe 73213184
8 | 732.852736

9 733.1410944
10 | 733.2564378
11 733.3025751
12 733.32103
13 733.328412
14 | 733.3313648
15 | 733.3325459
16 | 733.3330184
17 | 733.3332073
18 | 733.3332829
JEI98|  733.3333132
20 | 733.3333253
21 | 733.3333301 -
22 733.333332

23 | 733.3333328
24 | 733.3333331

25 _

Figura 7.10 — Um célculo do problema da dosagem do remédio na folha de calculo

al =440 =440(1)
a2 =440 + 0.41(440) = 440(1 + 0.4)
a3 = 440 + 0.4(440) + (0.4)*(440) = 440(1 + 0.4+(0.4)%)
ad = 440 + 0.4(440) + (0.4)%(440) + (0,4) *(440)
= 440(1 + 0.4+(0.4)* +(0.4)°)
Os estudantes podem achar interessante estudar o comportamento desta sucessao.
Para investigar outros aspectos da situacdo modelada, pode-se pedir aos estudantes

para pensar em perguntas como as seguintes:
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= Se a atleta parar de tomar o remédio apds 10 dias, quanto tempo levara para
que seu sistema elimine a maioria do remédio?

= Como se poderia determinar uma dosagem que resultasse num nivel alvejado
de equilibrio depois de tomar o remédio, tal como 500 miligramas?

Os estudantes devem também estar cientes que problemas tais como este descrevem
somente uma parte do regime de tratamento e a que os médicos devem estar alerta para a
possibilidade e implicagdes de varios factores de complicacao.

No 9° ao 12° ano, os estudantes devem encontrar uma grande variedades de situagdes
que podem ser modeladas recursivamente, como problemas de juros ou situacdes que
envolvem a equagdo logistica do crescimento. O estudo de regularidades recursivas deve
realizar-se do 9° até ao 12° ano. Os estudantes véem frequentemente tendéncias nos dados
observando a mudang¢a na forma de diferencas ou de relagdes (quanto mais ou menos?
Quantas vezes mais ou menos?). As fungdes definidas recursivamente oferecem aos
estudantes uma maneira natural de expressar estas relacdes e de ver como algumas fungdes

podem ser definidas recursivamente bem como explicitamente.

Analise da mudanca em varios contextos

Cada vez mais, discussdes sobre mudanga se encontram na imprensa popular e em
noticias. Os estudantes devem poder interpretar afirmacdes tais como “a taxa de inflacao esta
a diminuir”. O estudo da mudanga no 9° ao 12° ano tem por finalidade dar aos estudantes uma
compreensdo mais profunda das formas que as mudancas nas quantidades podem ser
representadas matematicamente e do conceito de taxa de variagao.

A seccao “Funcgodes e algebra” deste capitulo comecou com exemplos de trés diferentes
contextos de realidade em que ocorreram tipos muito diferentes da mudanc¢a. Uma situagao
foi modelada por uma funcdo em escada, uma por uma fun¢do exponencial e outra por uma
funcao periodica. Cada uma destas fungdes muda de maneira diferentes num dado intervalo.
Tal como discutimos anteriormente, os estudantes devem reconhecer que a funcao em escada
¢ ndo-linear mas tem algumas qualidades lineares. Para muitos estudantes, o tipo de mudanga
descrito na segunda situagdo parece linear: “a populagdo na Terra aumenta 2 por cento ao
ano”. Contudo, a mudanga é 2 por cento da populagdo de ano anterior; a medida que a
populagdo cresce, o aumento cresce também. Os estudantes devem perceber que as fungdes
deste tipo crescem muito rapidamente. No terceiro exemplo, os estudantes podem ver que nao

sO que a funcdo ¢ periddica mas que, porque o ¢, a sua taxa de mudanca ¢ periddica também.
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O capitulo 6 da um exemplo em que se pede aos estudantes do 3° ciclo para comparar
os custos de dois esquemas de chamadas de telefone: (i) uma taxa fixa de 0,45€ por minuto
contra (ii) uma taxa de 0,50€ para o primeiro minuto e 0,10€ por minuto para cada minuto
depois do primeiro. Nos exemplos deste tipo, a variavel dependente muda tipicamente (sobre
algum intervalo) uma quantidade fixa para cada mudanca de unidade na varidvel
independente. Na escola secunddria, os estudantes devem analisar as situacdes em que as
quantidades mudam de uma maneira muito mais complexa e nas quais as relacdes entre
quantidades e suas taxas de variacdo sdo mais subtis. Considere, para o exemplo, a situagao

(adaptada de Carlson, 1998, p. 147) na figura 7.11.

O grafico dado representa a velocidade e a
hora para dois carros. Suponha que os carros
partem da mesma posi¢do e estdo viajando na
mesma direc¢ao

(a) indica a relagdo entre a posi¢do do carro A

e do carro B em 7 = 1 hora. Explica. Car A

Speed

(b) indica a relagao entre a velocidade do
carro A e do carro B em ¢ =1 hora. CarB

(c) indica a relagdo entre a aceleracdo do carro |
A e do carro B em ¢ =1 hora. v Db bad b
(d) Qual ¢ a posicao dos dois carros ao longo
do tempo no intervalo entre t=0,75 horas e
t =1 hora?

Time in Hours

Figura 7.11 — Um problema requerendo uma compreensao sofisticada da mudanga

O trabalho em problemas deste tipo apoia-se na compreensdo da mudanca
desenvolvida no 3° ciclo e forneces a base para o estudo da andlise infinitesimal. Porque os
estudantes tendem a confundir velocidade e posi¢do, os professores devem ajuda-los a pensar
com cuidado sobre que varidveis sao representadas no diagrama e sobre como mudam.
Primeiro, por exemplo, os estudantes devem perceber que a varidvel eixo vertical ¢ a
velocidade e ndo a posicdo. Para responder a parte a da pergunta, necessitam de raciocinar
que, sendo a velocidade do carro A ¢ maior que a do carro B em cada ponto no intervalo
0<t¢<1, o carro A deslocou-se necessariamente a uma distancia maior do que o carro B.
Podem ler a resposta para parte b directamente do grafico: em ¢ =1 hora, ambos os carros

estdo-se deslocando a mesma velocidade. A resposta a parte ¢ requer pelo menos uma
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compreensdo intuitiva da taxa de variacdo instantanea. A aceleracdo ¢ a taxa de variacao da
velocidade. Em 7 =1 hora, a velocidade do carro B aumenta mais rapidamente do que a do
carro A, por isso o carro B esta acelerando mais rapidamente do que o carro A em ¢ =1 hora.
A parte d € particularmente contra-intuitiva para os estudantes (Carlson, 1998). Uma vez que
o carro B estd acelerando mais rapidamente do que o carro A perto /=1 hora, os estudantes
tendem a pensar que o carro B “apanhando” o carro A, e estd, embora esteja ainda muito
atras. Alguns interpretardo a interseccdo dos graficos como significando que os carros se
encontram. Os professores necessitam de ajudar a estudantes a focalizar-se nas velocidades
relativas dos dois carros. Perguntas tais como “Qual dos carros se move mais rapido no
intervalo = 0,75 horas a t =1 hora?” podem ajudar os estudantes a perceber que o carro A
estd somente a frente do carro B mas estd a mover mais rapidamente e portanto afastando-se

do carro B. O carro B comeca alcangar o carro A somente apds ¢ = 1 hora.
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