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Introduccion

Las ideas que se van a exponer en este documento proceden de las reflexiones rea-
lizadas en el trabajo que venimos desarrollando en Pensamiento Numérico, campo
éste que forma parte de la Educacién Matemitica y a cuyo desarrollo contribuye
con una aportacién importante. La siguiente definicién de Pensamiento Numéri-
co explica, en cierto modo, el trabajo que se lleva a cabo en el seno del mismo: “El
Pensamiento Numérico estudia los diferentes sistemas cognitivos y culturales con
que los seres humanos asignan y comparten significado utilizando diferentes es-
tructuras numéricas” (Castro, 1995).

De entre los objetivos generales que nos proponemos en nuestro trabajo, des-
tacamos aquel que se refiere al “estudio y elaboracién de sistemas simbdélicos de
codificacién validos para la expresién y comunicacién de los conceptos y relacio-
nes dentro de las estructuras numéricas y los modos de abordar, interpretar y, en su
caso, responder a una variedad de fenémenos cuestiones y problemas que admiten
ser analizados mediante conceptos y procedimientos que forman parte de una es-
tructura numeérica”.

Partiendo de este objetivo vamos a tratar de justificar tres ideas generales: por
una parte, el interés que tiene la introduccién en las aulas de Educacién Secundaria
temas en los que esté presente la Matematica Discreta; por otra, la consideracién
de que las sucesiones de nimeros naturales es un tema apropiado para el trabajo
que indicamos con Matemética Discreta y por otra, la importancia de utilizar va-
rios sistemas de representacién en el trabajo con sucesiones de nimeros naturales.
En cada uno de los casos apareceran consideraciones sobre algunos aspectos direc-
tamente ligados a los anteriores, que también se trataran. Por dltimo, presentare-
mos como ejemplo un trabajo, sobre este tema, llevado a cabo en un aula de edu-
cacién secundaria.

Interés por la Matematica Discreta

En las tltimas décadas se estd produciendo un cambio de enfoque en cuanto a la
importancia que se les da en la enseflanza a algunas partes de la matemadtica. Nos



referimos al interés que se le estd reconocimiento a la Matemética Discreta “como
una rama activa de la matemdtica contemporanea, ampliamente utilizada en los
negocios y en le industria y dado que sus temas se encuentran en otras ramas de
la matematica deberia constituir una parte integral del curriculo” (N.C. T.M 2000).
En Curriculo and Evaluation Sstdndrs for Scholl Mathematics (1989) del N.C. T.M.
se introdujo un estdndar sobre Matematica Discreta para la etapa 9—12, entre sus
objetivos figura “"representar situaciones de problemas por medio de estructuras
discretas tales como grafos finitos, matrices, sucesiones y relaciones de recurren-
cia" (N.C.T.M, p. 183). Posteriormente, en Principles and Standards for school mathema-
tics (2000) se incluyen de forma transversal, en los distintos estandares y niveles,
elementos importantes de esta rama de la matematica. Se observa la presencia de
la matemdtica discreta, tanto en los contenidos propuestos como en los ejemplos
presentados. Aparecen, asf mismo, sugerencias para integrar la matemdtica discreta
en cada uno de las sub-dreas de la matemdtica que integran el curriculo. Se propo-
nen ejemplos, relacionados con la matemética discreta, incluidos en el contenido
algebraico, geométrico, de probabilidad, de matrices, de teorfa de grafos. Apare-
cen también ejemplos de tipo estratégico sobre pensamiento algoritmico, pensa-
miento critico, técnicas para contar, iteracién y recursién para el estudio de regu-
laridades o patrones.

El término discreto es sinénimo de discontinuo, separado. Con la expresién
Matemaética Discreta se hace referencia al estudio de objetos y conceptos que pue-
den aparecer en partes separadas o discontinuas. Se pueden considerar los métodos
de la Matematica Discretas como alternativos a los de la Matemética Continua los
cuales proceden de un planteamiento més clasico. No obstante los dos se comple-
mentan en su aplicacién a los problemas cotidianos.

Otra publicacién del N.C.TM del mismo afio 1991. Discrete mathematics
across the Currculum pone de manifiesto la utilidad de la matematica discreta y
la necesidad de realizar cambios en el curriculo que permitan la introduccién de la
misma.

Los argumentos que se sefialan para ello son entre otros:

¢ La matemadtica discreta favorece el desarrollo del pensamiento critico y re-
fuerza el razonamiento matematico ya que son propios de ella los procesos
de induccién, los tratamientos recursivos, la formulacién de conjeturas por
generalizacién de casos particulares.

¢ La matemadtica discreta da sentido a la resolucién de un cierto tipo de pro-
blemas de aplicacién de la vida diaria que no pueden ser resueltos por ru-
tinas conocidas de célculo, esto puede impulsar a los resolutotes de dichos
problemas a explorar las situaciones propuestas e intentar nuevas vias de so-
lucion “Los estudiantes a menudo tienden a visualizar la situacién desarro-
llando un modelo o cualquier otra forma de representacién” (Dossey, 1991;
p.8).

¢ La matemadtica discreta es una herramienta tecnolégicamente potente; la
utilizacién del ordenador, que permite el trabajo con matemética discreta,
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ha hecho posible el desarrollo de nuevas aplicaciones de la matemética, ha
centrado la atencién en nuevos tipos de problemas y ha abierto nuevas vias
a la matematica.

Hay que considerar que cuando se dice introducir la matematica discreta en el cu-
rriculo no debe de entenderse que se trata de una nueva rama de la matemaética a
afiadir a las que ya conforman el mismo, sino que se trata de afiadir matematica dis-
creta en todo lo que sea posible, fomentando aquellos tépicos relacionados con ella.
“Estos tépicos incluyen técnicas de contar, razonamiento légico, uso de patrones
(iteracién, recursiéon), algoritmos, probabilidad y redes” (Zalewski, 1991; p.18)

Los Numeros Naturales constituyen un campo de trabajo privilegiado en Ma-
temdtica Discreta, son uno de los modelos fundamentales en este tipo de matema-
tica. Un mayor dominio y profundizacién en los sistemas de representacién de los
ndmeros naturales, enfatizando el anélisis de la estructura de los niimeros, el des-
cubrimiento de patrones y la bisqueda de regularidades, pone en marcha algunos
de los procedimientos y estrategias basicos de la matematica discreta.

Representacion

El concepto de representacién ha sido tratado por filésofos de todos los tiempos.
El significado de dicho concepto ha evolucionado y se ha modificado adecudndo-
se a las teorfas del conocimiento de cada época. No tratamos de hacer una revisién
histérico-filoséfica, sino situarnos en relacién a dicho concepto, para darle sentido
a nuestro trabajo.

En los afios sesenta, época de gran auge de la Psicologia Cognitiva, adquiere
gran protagonismo el caricter representacional del conocimiento. “La idea de que
operamos estructuralmente en el proceso de clasificacién de los objetos del mun-
do, segtin esquemas conceptuales — o sus correlatos anal6gicos — est4 suficiente-
mente aceptada” (Ibarra 2000, p. 23).

La Educacién matem4tica no es ajena a este hecho y diversos autores han re-
flexionado sobre el mismo ya sea para precisar el concepto desde un punto de vis-
ta epistemolégico o para realizar estudios sobre distintos tipos de representacién
que admite algtin concepto matemético concreto o para ver cémo influyen los dis-
tintos sistemas de representacién, que admiten los contenidos matematicos, en la
comprensién de los escolares que los estudian. Asi, destacamos a Fischbein (1987)
que establece: "un sistema B representa un modelo del sistema A si, sobre la base
de cierto isomorfismo, una descripcién o una solucién producida en términos de A
puede reflejarse consistentemente en términos de B y viceversa” (Fischbein, 1987,
p. 202). Segtin Ibarra (2000) la teoria representacionalista no requiere concebir la
entidad representante como una copia o doble de lo representado y considera que
esta era ya la idea fundamental de la teoria platénica del conocimiento; establece
este autor que la caracteristica funcional esencial de la representacién es la reali-
zacién del razonamiento subrogatorio, que faculta la aplicacién de la teorfa o las
ideas de un sistema B en otro sistema A, para poder utilizar el aparato teérico o
conceptual de B como instrumento de anélisis de A.
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En una representacién matematica, hay que distinguir dos elementos: el conte-
nido de la misma que es la idea, el concepto, lo descrito o representado y el medio,
que es la imagen externa. No debe de confundirse la representacién con laideay la
denominacién representacion debe darse tinicamente al medio, nunca al contenido.

Otro autor que destacamos es Kaput, (1987). Considera, este autor, que se pue-
de hablar de representacién cuando hay algo que representar. Distingue dos entes
relacionados aunque funcionalmente separados, uno es el objeto representante (re-
presentacién, simbolo o modelo) y el otro es el objeto representado (contenido)
existiendo cierta correspondencia entre el mundo de los objetos representantes y
el de los objetos representados, indica que cualquier especificacién particular de la
nocién de representacién debiera describir, al menos, cinco entidades:

O los objetos representados,

O los objetos representantes,

0 qué aspectos del mundo representado se representan,

qué aspectos del mundo representante realizan la representacion,
¢ la correspondencia entre ambos mundos o conjuntos.

<

En buena parte de los casos uno o ambos de los mundos pueden ser entidades hipo-
téticas e, incluso, abstracciones. De aquf que se hable de representaciones internas
(en referencia a dichas abstracciones) y representaciones externas.

Hay acuerdo en que para pensar y razonar sobre ideas matemadticas es necesario
hacerse una representacién interna de las mismas de forma que la mente tenga po-
sibilidad de operar con ellas y para comunicar estas ideas es preciso representarlas
externamente para que sea posible dicha comunicacién.

Los signos exteriores de representacién tienen un equivalente en la mente del su-
jeto que los utiliza, lo que hace necesaria la distincién entre representaciones ex-
ternas y representaciones internas. La relacién existente entre estas dos modalida-
des de representacion la expresa Duval (1995) en los siguientes términos: desde un
punto de vista genético, las representaciones mentales y las representaciones ex-
ternas no pueden verse como dos dominios diferentes. El desarrollo de las repre-
sentaciones mentales se efectda como una interiorizacién de la representaciones
externas y la diversificacién de representaciones de un mismo objeto aumenta la
capacidad cognitiva de los sujetos y por consiguiente sus representaciones men-
tales. De manera reciproca, las representaciones externas como enunciados en el
lenguaje natural, férmulas algebraicas, gréficas, figuras geométricas etc. son el me-
dio por el que los individuos exteriorizan sus representaciones mentales y las ha-
cen accesibles a los demés. La representacién externa juega, desde este punto de
vista, una doble funcién: a) acttan como estimulo de los sentidos en los procesos
de construccién de nuevas estructuras mentales, b) como expresién de conceptos
e ideas que poseen los sujetos que las utilizan.

Desde una aproximacién semidtica-cultural Radfort (2004) considera que el sa-
ber se genera en el curso de la actividad humana y la forma que toma ese saber de-
pende de la dimensién histérico-econémica y de una superestructura simbélica. Se
refiere a objetivacién del saber como una idea intimamente ligada a la naturaleza de
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los conceptos y con la relacién epistémica entre sujeto y objeto conceptual. (...)
“dada la idealidad de dichos objetos, la tinica manera de llegar a ellos es a través de
signos” (Radfort 2004, p. 12)

Generalmente, los conceptos matemdticos, vienen expresados mediante uno o
varios sistemas de representacién especificos y un mismo objeto matemético puede
ser dado mediante representaciones muy diferentes, Janvier (1987) las denominan
representaciones sinénimas. Cada uno de estos modos de representacién propor-
ciona una caracterizacién distinta del concepto mateméatico que hemos conside-
rado y no hay un sistema Gnico que sea capaz de agotar en su totalidad la com-
plejidad de relaciones que cada concepto matemético encierra. Cada uno de los
sistemas de representacién destaca algunas propiedades importantes del concepto
representado y dificulta la expresién de otras.

Lesh y col. (1987), a partir de sus trabajos en este campo identifican cinco tipos
distintos de sistemas de representacién que se utilizan en el aprendizaje matemati-
co y en la resolucién de problemas, y describen, a su vez, los procesos mentales a
que da lugar cada uno de ellos:

¢ Experiencias basicas, donde el conocimiento estd organizado sobre hechos
reales, sucesos que sirven como contexto general para resolver situaciones
problemiticas.

0  Modelos manipulativos (ndmeros en color, blogues 16gicos, bloques multi-
base ...) elaborados con una estructura o relacién matemadtica determinada
sirviendo de ayudan en la construccién de las mismas estructuras.

¢ Dibujos o diagramas, como figuras estaticas, que pueden ser interiorizadas
como imagenes.

0 Lenguaje hablado, se pude considerar aqui lenguajes especificos relativos a
un dominio concreto, como por ejemplo, el lenguaje de la Légica.

¢ Simbolos escritos (semejantes el lenguaje hablado) puede entrafiar senten-
cias especiales como © + 3 = 7, sentencias en lenguaje natural y frases.

Para estos autores es de fundamental importancia, en el aprendizaje de las matema-
ticas, tanto el conocimiento y uso de estos tipos de representacién, como los pro-
cesos de traduccién y transformacién de unos en otros.

Una de las conclusiones a las que llegan algunos investigadores Wittrok (1974),
Zimmermann y Cunningham (1991) relacionada con el uso de representaciones es
la afirmacién de que la visualizacién que se produce a través de una representacién
ayuda al estudiante en su proceso de comprensién de los conceptos matemaéticos.
Estan de acuerdo en que hay que ayudar al estudiante a enriquecer el mundo de
sus representaciones internas para que puedan relacionar, de forma eficaz, el signi-
ficado correspondiente a objetos mentales y como consecuencia controlar mejor
su manejo de las representaciones externas. No creen, por otra parte, que los estu-
diantes puedan crear o interpretar representaciones por si mismos, sino que han de
ser instruidos y educados en su uso y comprensién.
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Representacion de niimeros naturales

En el anélisis estructural que realiza Guitel (1975) sobre los nimeros naturales es-
tablece tres tipos de numeraciones: numeraciones figuradas, numeraciones habla-
das y numeraciones escritas, dando a las primeras un sentido amplio que incluye
a las representaciones puntuales. Esta consideracién de un triple sistema de repre-
sentacion para los niimeros naturales y que considera como sistema alternativo la
representacién mediante figuras para los términos de una secuencia numérica es re-
conocida igualmente por distintos historiadores; en particular, destacan el interés
del sistema simbdlico de representacién de nimeros que denominamos niimeros
figurados. Asi Heath (1981) argumenta que el origen de los niimeros figurados se
encuentra en los primeros pitagéricos y sefiala distintos autores griegos que traba-
jaron sobre estos conceptos. Dhombres (1987) indica que la corriente pitagérica
ha influido en la ensefianza hasta el Renacimiento, a través de la introduccién de la
Aritmética del neopitagérico Nicémaco de Gerasa. Eves (1976) sefiala que hay un
acuerdo general sobre que los nimeros figurados tuvieron su origen en los prime-
ros pitagéricos y afirman que la representacion mediante puntos segiin ciertas configuraciones
geométricas, representan un enlace entre la geometria y la aritmética. Croosly (1987) interpre-
ta con detalle algunos de los primeros documentos histéricos en los que aparecen
los niimeros figurados.

Nimeros figurados

Para llegar a hacer una descripcién de lo que se conoce como nimero figurado va-
mos a establecer la nocién de configuracién puntual en la cual se basa.

Configuracion puntual. Es una representacién grafica de una coleccién finita de
puntos que responde a un propésito o a cierta intencionalidad.

Aquarius Libra Sagitario

Figurat

En la figura 1 se muestran grupos de puntos (Silvermann, 1990) dispuestos de la
misma forma que la constelacién que se indica.

Cuando se trata de representar nimeros, una configuracién puntual ofrece una
imagen visual de la cantidad, es un modelo gréfico de representacién de los mis-
mos (Hogben, 1966). Normalmente, en esta representacién grafica de los niimeros
se sigue algtin criterio de estructuracién como puede ser considerar algin tipo de
simetrfa o simular alguna figura geométrica.
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Niimeros figurados. Se trata de una configuracién puntual que representa un car-
dinal, en donde el criterio de estructuracién de los puntos se asemeja a una figura
geométrica reconocible.

configuracion de 21 configuracion de 25  configuracion de 18
forma de estrellada forma cuadrada forma trapezoidal

Figura 2

Niimeros poligonales. Los nimeros que se pueden organizar mediante configuraciones
que son poligonos se les denominan nimeros poligonales. Dependiendo del tipo
de poligono serdn niimeros triangulares, nimeros cuadrados o cuadrangulares, nd-
meros pentagonales... Cada uno de estos tipos forman una secuencia de nimeros
que comparten una estructura, siguen el mismo patrén.

Ndmeros triangulares
Los nimeros triangulares son aquellos que su configuracién puntual tiene forma de
triangulo, figura 3. Forman la secuencia 1, 3, 6, 10, 15, 21 ...

([ ]
([ ] [
([ ] e o e o o
([ ] o o e O o e o o o
Ty Ts T3 Ty

Figura 3

A partir de T, todas las representaciones se obtienen desde la anterior, ponien-
do una nueva fila con un punto més. Esto en la expresién numérica equivale a su-
mar el niimero natural consecutivo. Se obtiene asi el patrén que aparece en la ta-

bla 1.

1=Ty=1

3=Tpo=1+2

6=Ty=1+2+3
10=Ty=1+2+3+4
15=Tg=1+2+3+4+5

Tabla 1
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Ntdmeros cuadrangulares

Los nimeros cuadrados o cuadrangulares son aquellos que pueden dar lugar a una
configuracién en forma de cuadrado, figura 4. Forman la secuencia 1, 4, 9, 16,
25...

e 6 o o
e o o e 6 o o
o o e o o e 6 o o
[ ] [ N ] e o o e 6 o o
Cq Cy C, Cs
Figura 4

A partir de C,, cada nuevo cuadrado se obtiene por agregacién de una nueva fila y
columna al anterior. En términos numéricos consiste en sumar en cada caso el nd-
mero impar siguiente, dando lugar al patrén que se recoge en la tabla 2.

1=C1=1

4=C,=1+3

9=C3=1+3+5
16=C4,=1+3+5+7
25=C5=1+3+5+7+9

Tabla2

El mismo tratamiento se puede hacer para los nimeros pentagonales, hexagona-
les etc.

La tabla 3 recoge las secuencias de los nimeros poligonales hasta el orden cin-
co. Cada una de estas secuencias es una sucesién de ndmeros naturales, en la Gltima
columna de la tabla se recoge el término general de estas sucesiones y en la Gltima
fila el término general de las sucesiones que se forman en cada una de las colum-
nas. Se puede observar que las sucesiones de nimeros naturales que se forman en
las filas son sucesiones cuadraticas y las formadas en las columnas son sucesiones
lineales.
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S:)(:Ere 1°]2° |3° 4° 5° ... | Termino general
Triangular 113 |6 10 15 [ 1/2r(r41)
Cuadrangular |1 |4 |9 16 25 [ 1/2r(2r-0)=r?
Pentagonal |1 |5 |12 22 35 .| 1/2r(3r-1)
Hexagonal 116 |15 28 45 .| 1/2r(4r-2)
Heptagonal |1 |7 |18 34 55 .| 1/2r(5r-3)
Octogonal 118 |21 40 65 ... |1/2r(6r4)
Nonagonal |1 |9 |24 46 75 .| 1/2r(7r-5)
Decagonal 1110 |27 52 85 ... |1/2r(8r=6)
Enegonal n |3(n-1) |2(3n—4) |5(2n-3) 1/2r[(r-1)n-2(r-2)]
Tabla 3
Patrones

El término patrén, utilizado en algunos apartados anteriores, es la traduccién de
la expresién inglesa pattern. Se podria haber traducido por otros vocablos sinéni-
mos como pauta, original, molde, muestra. La idea que se asocia a patrén es “algo”
que se repite con regularidad. Los nimeros poligonales, segtin se desprende de
las figuras son un ejemplo importante de patrones puntuales, también se les suele
considerar patrones geométricos. Las tablas 1 y 2 recogen, por otra parte, patro-
nes aritméticos.

Nuestro interés por el reconocimiento y uso de patrones en el sistema escolar
se debe a que un cierto punto de vista considera que las matematicas, tal como se
trabaja con ellas en la actualidad y lo que tienen en comtin sus distintas ramas, es el
estudio de patrones. Asi lo explica Devlin (1994). Para dar respuesta a la pregunta
¢Qué es la matemética? hace un recorrido histérico en el que a grandes rasgos da
cuenta de qué ha sido la matematica a lo largo de grandes periodos de tiempo. Se-
fiala periodos en los que la matemaética ha presentado alguna caracterfstica especial
que la definiese. Comienza con las civilizaciones egipcia y babilénica (alrededor
de 500 afios antes de Cristo) en este periodo la matemética consistfa, fundamental-
mente, en el estudio de niimeros.

Desde los 500 afios antes de Cristo hasta los 300 afios después de Cristo, que
coincide con la era de la Matemética Griega. Los griegos se interesan por la mate-
matica no solo como una herramienta sino que le asocian interés intelectual al con-
templar en ella elementos estéticos y religiosos. La matematica durante esta época
estard més relacionada con la geometria, es indudable que no se olvidan los niime-
ros y se tratan a la vez que la geometria por lo que se puede decir de esta época que
la matemaética es la ciencia que se ocupa de ndmeros  figuras.

Hasta mediados del siglo diecisiete no se aprecian cambios significativos. A
partir de que Newton y Leibniz independientemente inventasen el célculo, las
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matemadticas (que hasta entones habian estado restringidas a situaciones estéticas
de contar, medir o describir figuras) se podrdn dedicar a estudiar los nimeros, las
figuras, el cambio el movimiento y el espacio.

El siglo y medio que abarca desde la mitad del siglo dieciocho hasta final del
siglo diecinueve, se caracteriza por el interés en las aplicaciones que pueden tener
la matemadtica en otras ciencias como la fisica y otras relacionadas con el desarrollo
de la vida humana. Se llega asi a que la matemaética trata del estudio de los niime-
ros, las figuras, el movimiento cambio, espacio y de las berramientas necesarias y usadas
para el estudio de problemas surgidos en otras ciencias.

Durante el siglo veinte, la matemética no ha sido ajena al avance espectacular
que ha tenido la ciencia. Su crecimiento no ha estado s6lo en ampliar los conoci-
mientos existentes sino también en la aparicién de diversas ramas de la matemati-
ca con contenido especifico y diferenciado. En esta situacién, la respuesta a ¢que
es actualmente la matemdtica? no es sencilla y se habla de una determinada forma
de trabajarA Hay una expresién emergente y que muchos mateméticos aceptan, se
dice que la Matemdtica es la ciencia de los patrones. Lo que la matemdtica hace es exami-
nar patrones abstractos, patrones numéricos, patrones de ﬁgura, patrones de movi-
miento etc. Estos patrones pueden ser reales o imaginados, visuales o mentales, es-
taticos o dindmicos, cualitativos a cuantitativos, con interés utilitario, o puramente
recreativos.

Estudio de sucesiones de nimeros naturales en el curriculo de secundaria

En los pérrafos anteriores hemos tratado de poner de manifiesto la relevancia que
consideramos tiene el trabajo con Matematica Discreta, el estudio de patrones y
la utilizacién de diferentes sistemas de representacién. En el parrafo dedicado a
los niimeros figurados se evidencia que las sucesiones que forman dichos niimeros
cumplen estos tres requisitos. Tratamos ahora de reivindicar que en el curriculo de
secundaria se contemple y en las aulas se trabajen sucesiones de nimeros naturales,
en la misma medida que se trabajan las funciones (consideramos las sucesiones son
el contenido de matematica discreta equiparable a las funciones, en matemaética con-
tinua). Se constata que en el curriculo de educacién secundaria espafiol hay predo-
minio de matemadtica continua frente a la matemaética discreta. El caso de las fun-
ciones y las sucesiones es un ejemplo de ello. El tratamiento que se da a cada uno
de estos contenidos en el curriculo es desigual como se aprecia en la tabla 4. Para
comparar dicho tratamiento se han recogido el contenido que se trabaja, los tipos
de representacién con que se hace y cémo es el tratamiento en cada uno de los ca-
sos. Para ello nos centramos en las recomendaciones curriculares oficiales.
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Funciones Sucesiones

Estudio de:

¢ funcioén lineal Estudio de:

¢ funcién afin ¢ sucesiones de nimeros naturales

¢ funcién de proporcionalidad inversa. | ¢ sucesiones de pares e impares
Contenido O funciones cuadrdticas O sucesiones de multiplos de un nimero

¢ funcién exponencial ¢ sucesiones de niimeros primos

¢ funcién logaritmica ¢ progresién aritmética

O funciones trigonométricas ¢ progresién geométrica

¢ funcién parte entera, valor absoluto

O expresiones verbales que precisan de- | ¢ expresiones verbales que precisan de-

pendencia funcional pendencia de variable natural
Representaciones | ¢ tablas numéricas ¢ tablas numéricas, o primeros términos
utilizadas O representacién grafica de la sucesién

0 notacién simbdlica (algebraica, ge- | ¢ notacién simbélica o término general

neralmente) de la sucesién.

¢ Inicio en Educacién Primaria con la
sucesion de Nimeros Naturales

Momento en Estudio sistemadtico de las funciones en . ) o
. L . ¢ Estudio de las progresiones aritméti-
el curriculo Educacién Secundaria o ) R
cas en Educacién Secundaria, después
del estudio de las funciones
Tabla 4

Un anélisis de la tabla 4 pone de manifiesto que el tratamiento curricular de los dos
contenidos no es equiparable. Se aprecian diferencias de tratamiento curricular en
estos dos contenidos.

Para las funciones se hace un planteamiento sistemético, ordenado tanto de
contenido como de sistemas de representacién. Por el contrario, las primeras no-
ciones sobre sucesiones numéricas se adquieren mediante el trabajo con las suce-
siones de niimeros naturales, de pares, impares. Estos casos se tratan de forma in-
tuitiva. Un tratamiento explicito y formal de las sucesiones comienza con el estu-
dio de las progresiones aritméticas, se contintia con las progresiones geométricas,
no se hace un estudio de las sucesiones cuadréticas o de segundas finitas constan-
tes.

En cuento al uso de representaciones, en el trabajo con funciones se conside-
ran las recomendaciones emanadas de las trabajos de Bell, Costello y Kiichemann
(1983); Janvier (1987); Romberg, Fennema y Carpenter (1993) los cuales ponen de
manifiesto que la nocién de funcién se manifiesta por el dominio y coordinacién
de un sistema de simbolos y representaciones que incluye, al menos, cuatro com-
ponentes:

O expresiones verbales
¢ tablas numéricas

0 representacion grafica
¢ notacién simbdlica
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En el caso de las sucesiones, la representacién gréfica no estd contemplada como
una componente en el estudio de las mismas, por lo que en este caso no se utilizan
cuatro tipos de representaciones, sino tres.

Por lo que se refiere situacién temporal en la que se incluyen, al hacerse el estu-
dio de las sucesiones al finalizar la Educacién Secundaria, no tiene un tratamiento
continuo y equilibrado.

Como conclusién, nuestra visién del tratamiento curricular que se le da en edu-
cacién secundaria al contenido sucesiones de niimeros naturales no es el adecuado (sobre
todo si se compara con el tratamiento que se da a las funciones) por las siguientes
razones: no se sigue una organizacién tan establecida como se ve en las funciones,
se da un salto entre las sucesiones lineales y afines (progresiones aritméticas) a las
exponenciales (progresiones geométricas) rompiendo la secuencia progresiva que
se da en la funciones, falta un sistema de representacién gréfica para el trabajo con
las mismas.

Los trabajos que hemos realizado tratando de clarificar cémo entienden los
alumnos de educacién secundaria los conceptos vinculados a las sucesiones de ni-
meros naturales, nos permiten asegurar que es posible el trabajo sisteméatico gra-
dual, usando las representaciones apropiadas y el paso de unos sistemas de repre-
sentacién a otros. Todo ello permite a los escolares trabajar la matemadtica discreta,
visualizar patrones numéricos, ver la estructura comun que tienen los nimeros que
forman una sucesién numérica y hacer generalizacién de dicha estructura para es-
cribir el término general de la sucesién. De esta forma se entrarfa en la iniciacién
al Algebra como generalizacién de propiedades aritméticas.

Funciones cognitivas asociadas a los niimeros naturales

Tratando de reforzar nuestra reivindicacién de que se incluya en el curriculo de
matematicas el estudio sistematico de las sucesiones de ndmeros naturales, introdu-
cimos en este apartado un nuevo argumento centrado en la necesidad del estudio
de la estructura que presentan los ndmeros naturales.

Las funciones cognitivas que se asignan a los nimeros naturales se organizan en
relacién a tres tipos de actividades que surgen de tres cuestiones fundamentales, a
cuya respuesta contribuyen dichos niimeros:

¢ Contar y cardinal, como respuesta a la pregunta ¢cuantos hay?;

¢ Secuenciar y ordenar, como respuesta a la pregunta ¢qué posicién ocupa?

0 Representar y analizar, como respuesta a la pregunta ¢cémo es la cantidad?
¢qué estructura tiene?

Al estudio sobre iniciacién y desarrollo de estas funciones se han ocupado una par-
te considerable de las investigaciones llevadas a cabo por psicélogos que se han
interesado por estos conceptos matematicos. Los estudios realizados sobre conteo,
cardinacién, secuenciacién y ordenacién, han ocupado un lugar predominante en
estas investigaciones

Las funciones indicadas toman significado en una gran variedad de contextos
que se pueden denominar con cardcter general: contexto cardinal, contexto ordinal y con-
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texto figurativo. El uso de los nimeros naturales en contextos cardinal y ordinal for-
man parte de la actividad cotidiana de las personas pues se presentan en multitud
de fenémenos y situaciones (Cokroft, 1985); en nuestra sociedad actual es mucho
menos frecuente la presencia de contextos figurativos.

El interés sobre la competencia numérica de las personas es considerable en la
sociedad actual, por ello el sistema escolar dedica gran cantidad de tiempo y es-
fuerzo en proporcionar a los escolares aprendizajes sobre la estructura de los nu-
meros naturales.

Consideramos que el dominio de la estructura de los naturales requiere de un
dominio de diferentes sistemas de representacién, que activen diferentes funciones
cognitivas y se combinen ante contextos y situaciones en los que intervienen dife-
rentes niveles de complejidad. Desconocer uno de los sistemas de representacién
aunque se dominen los otros, supone un conocimiento deficiente de los ntimeros
naturales, ya que hay relaciones estructurales entre niimeros y cuestiones signifi-
cativas que no se podréan abordar si se desconoce el sistema apropiado para ello.

Los contextos, ordinales y cardinales son frecuentes en el medio extraescolar y
se le da importancia, por ello, en el medio escolar. Los término cardinalidad y ordi-
nalidad son familiares en el mundo de la ensefianza. Sin embargo, el contexto figu-
rativo del ndmero, sélo se emplea durante un breve segmento temporal del apren-
dizaje en la etapa Infantil y se abandona un trabajo sisteméatico en estos contextos
cuanto se introduce el sistema decimal de numeracién, tomandolo de forma espo-
radica, para el trabajo con algtin concepto numérico aislado.

Tratamos de poner de manifiesto, en estas reflexiones, el interés que tiene el
contexto figurativo y la potencialidad que encierra para un trabajo matematico di-
ferente.

Trabajo realizado

Tomamos como referencia el marco general que hemos descrito. Nos proponemos
como el objetivo poner de manifiesto la comprensién que manifiesta un grupo de
escolares de 14 afios de edad de las nociones de estructura de un ndmero, patro-
nes y relaciones numéricas, sucesiones y término general de una sucesién cuando
se incorpora un sistema ampliado de simbolizacién para los niimeros naturales. Di-
cho sistema de representacién destaca por su cardcter figurativo y proporciona un
notable apoyo visual.

Tratamos de analizar el uso de la representacién figurativa de ndmeros en el
aprendizaje de sucesiones de nimeros naturales. Todo ello a través del estudio de
producciones de los sujetos en tareas especialmente programadas. Con este fin in-
corporamos un factor visual, utilizando configuraciones puntuales y desarrollos
aritméticos para expresar los términos de las sucesiones.

Sobre la investigacion

Meétodo. El método empleado para lograr nuestros fines ha seguido una estrategia de
Investigacién-Accién, que proporciona comprensién de todo el proceso, tanto de
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preparacién de material curricular, su implementacién el aula (mostrando la inte-
rrelacién entre profesor, investigador, alumno y contenido matemdtico) y la com-
prensién de los estudiantes de los contenidos tratados.

Sujetos. Los sujetos que participaron en el estudio fueron 36 escolares de 14 afios
en el sistema de la Educacién Obligatoria. Formaban grupo natural, es decir, un
conjunto de alumnos agrupados en una misma clase de un mismo centro. El nivel
socio-cultural de centro es medio-alto. Los géneros masculino y femenino estan
presentes, aproximadamente, en igual ndmero.

Elementos de estudio. Aunque en una Investigacién-Accién se estudia todo el pro-
ceso realizado, como hemos apuntado anteriormente, nos vamos a referir aquf a
aquellos elementos relacionados con el contenido matemaético trabajado. Se con-
sideraron tres elementos de estudio: uno relacionado con el tipo de sucesién, otro
con procedimientos ligados al trabajo con las sucesiones y otro relacionado con los
sistemas de representacion.

Utilizamos para los términos secuencia y sucesién las siguientes definiciones:

O Secuencia: Ordenacién lineal de las unidades constituyentes de un conjunto
o coleccion.
O Sucesién: Aplicacién cuyo dominio es el conjunto de los ndmeros naturales.

Se consideran, para este estudio, sucesiones de nimeros naturales lineales, también
llamadas progresiones aritméticas y sucesiones de nimeros naturales cuadraticas,
cuyas leyes vienen dadas, respectivamente, por los polinomios:

a, =an—+b
an, =an’+bn+c.

A efectos de dominio no consideramos incluido el 0. Los coeficientes a, b, y ¢ to-
man valores enteros de manera que los distintos valores de la sucesién a,, sean nd-
meros naturales.

Por otra parte, se han tomado cuatro procedimientos que se trabajan al comien-
zo del aprendizaje de las sucesiones:

i) dados los primeros términos de una sucesién, continuar con otros inmedia-
tos;

ii) dados los primeros términos de una sucesién, interpolar un término proéxi-
mo;

iii) dados los primeros términos de una sucesién, describir la expresién del pa-
trén que hace posible la sucesién;

iv) dado el término general de una sucesién, obtener los primeros términos.

Las sucesiones, tanto lineales como cuadréticas, se presentaron a los escolares me-
diante tres sistemas de representacién: sistema numérico usual, desarrollo aritméti-
Co y representaciones puntuales. Ejemplos de estos tres tipos de representaciones,
se pueden apreciar en la sucesién de niimeros impares que aparece en la figura 5.
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Numérico usual 1 3 5 7

Desarrollo aritmético 1 142 2+3 3+4

Representacion puntual
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ) [ ]

Figura 5: Secuencia de los niimeros impares presentada en tres tipos de representacién

Las progresiones aritméticas (primeras diferencias constantes) admiten una repre-
sentacién estructurada compartida por medio de configuraciones puntuales rectan-
gulares, (o alguna variacién de la misma), de base o altura constantes; de este modo
sus términos pueden analizarse mediante una composicién de lineas de puntos y el
paso de un término a otro superior se hace por agregacién de una nueva linea (fila
o columna), que expresa la diferencia constante entre dos términos consecutivos
de la sucesién. Las sucesiones de nimeros tanto pares como impares, son ejemplos
de ellas (figura 5).

Para las sucesiones cuadréticas (de diferencias segundas constantes) la repre-
sentacién por medio de configuraciones puntuales, sistemas de representacién que
estamos tomando, conlleva que las dos dimensiones de la figura sean variables; el
paso de un término al siguiente requiere del aumento en las dos dimensiones de la
figura estructurada y compartida que se esté considerando. Estos nimeros, al satis-
facer una ley cuadrdtica, responden a una estructura multiplicativa de dos dimensiones. El
paso de un término de la sucesién al siguiente no es constante sino que es variable
siendo esa variacién lineal. Ejemplos de sucesiones cuadréticas son las sucesiones
de nimeros poligonales; nimeros triangulares (figura 3), nimeros cuadrados (figu-
ra 4).

Tipos de Tareas. Las tareas preparadas y en las que los alumnos han de trabajar gi-
ran en torno a los diferentes procedimientos que se han enunciado: continuar una
sucesion, interpolar términos en una sucesién, buscar el patrén que siguen los tér-
minos de una sucesién, realizar cambios de representacién y expresién del térmi-
no general de una sucesién, hallar primeros términos a partir del término general.
Ejemplos de tareas:

Tarea A
1° 2° 3¢ 4° 8°
[ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Para esta secuencia puntual:

<

Dibuja el término siguiente

O Dibuja el término que ocupa el lugar 8o

O Escribe debajo de cada dibujo el niimero que representa

O Escribe debajo de cada niimero su desarrollo aritmetico, de acuerdo con la figura.
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Tarea B

En la tabla aparecen los tres primeros términos de una secuencia numérica.

1°

ne

30

1+2+3+4

2+3+4+5

3+4+5+6

¢ Copia esta secuencia y escribe el término siguiente

¢ Escribe el término 10°

0 Representa de forma puntual esta secuencia de niimeros

Datos

Los datos recogidos son de tipo cualitativo y su procedencia es variada, entre ellos
destacamos:

0

0

documentos escritos por el investigador que recogen la preparacién del de-

sarrollo de las sesiones en clase;

documentos escritos que contienen las reflexiones del grupo investigador

realizadas en las reuniones mantenidas para puestas en comtn y toma de

decisiones;

notas de campo tomadas por el investigador y/o por el profesor del curso en

el transcurso de las sesiones;

documentos escritos por los alumnos con los resultados de las tareas pro-

puestas;

documentos filmados de todas las sesiones desarrolladas en clase.

Aundlisis de los datos
Para analizar e interpretar la informacién recogida es necesario codificarla, para

lo que se utilizé un sistema de categorias que hacen posible un proceso basico de
sistematizacién de la informacién, de acuerdo con unos criterios prefijados. Dado
que los datos tenfan procedencia diversa fue necesario elaborar un sistema de cate-
gorias compuesto de tres subsistemas, cada uno de estos subsistemas es adecuado
para el andlisis de una parte especifica de los datos.

Analisis de una tarea

Entre las tareas trabajadas se encontraba la siguiente:

Analiza la siguiente secuencia y realiza las tareas que se indican a continuacién

1o 2° 3° 40 ne
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
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O Indica como serd el término de la casilla no
O Escribe debajo de cada figura el niimero que representa
0 Debajo de estos miimeros escribe el desarrollo aritmético que se corresponde con la figura.

Aunque en la tarea no se hable de ello, en los tres apartados hay que escribir en la
casilla n° el término general de la sucesién, en cada caso en un sistema de represen-
tacién distinto. El andlisis de los resultados muestra que:

En el primer apartado de la tarea, se trata de indicar cémo es la figura que ocupa
la casilla de lugar n. Ya se habia hablado, al resolver otra tarea anterior, de la impo-
sibilidad de dibujar la figura en casos similares a este, y se habfa comentado el truco
de dibujar unos puntos suspensivos en los que se indica la cantidad que se quiere y
no se puede materialmente poner. Atin asi, sélo nueve alumnos rellenan el cuadro
reservado a n°, 5 alumnos indican que el lado del cuadrado hay que poner n puntos
y 4 alumnos indican que hay que poner n+1 puntos. En estas respuestas se obser-
va que ya algunos alumnos, con més o menos acierto, han obtenido una generali-
zacién del patrén que sigue la secuencia.

En respuesta al segundo apartado, todos los alumnos (36) escriben la secuencia
3,8, 15,24 Para el dltimo término de esa fila, en donde hay que escribir el térmi-
no general, los estudiantes escriben expresiones muy diferentes, algunas de dichas
expresiones se recogen en la tabla 5.

Término n° | n(n+1)4+n| n*+2n | (n+1)*-1| n*-1 n nada
Frecuencia 1 2 1 1 19 9

Tabla 5: Expresiones del término general a partir de la secuencia numérica usual

En el tercer apartado, hay que escribir los desarrollos de los nimeros de acuerdo
con la figura, se obtienen, entre otros, los siguientes resultados:

¢ 12 alumnos dan como secuencia de desarrollos: 22-1, 32-1, 4>-1, 52-1 al pe-
guntarles porqué escriben esto indican que la figura es un cuadrado al que
le falta un punto en el vértice (caso 1, figura 6).

¢ 11 alumnos han dado la secuencia desarrollada asi: 1+2, 2+3+3,
3+4+4+4, 445+5+5+5. Estos alumnos ven la representacién como una
agregacién de filas o columnas de puntos (caso 2, figura 6).

0 12 alumnos han dado la secuencia: 14(2x1), 24(2x3), 3-+(3x4), 4+(4x5);
esto se corresponde como si la figura fuese un rectdngulo, en el que los la-
dos se diferencian en un punto, al que se le une una linea igual al lado me-
nor (caso 3, figura 6).

0 4 alumnos dan le secuencia de desarrollos asi: 22+(2x2), 3%4(2x3),
42+ (2x4), 5°+(2x5) esto corresponde a ver la figura como un cuadrado de
lado una unidad menor al que se le unen una fila y una columna igual al lado
(caso 4, figura 6)
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caso 1 caso 2 caso 3 caso 4
Figura 6

Cuando escriben el lugar n° de esta secuencia de desarrollos hacen, entre otras, lo
que se recoge en la tabla 6

Término n° | n(n+1)4+n| n’+2n |(n+1)>-1| n’-1 n nada

Frecuencia 6 4 1 9 2 0

Tabla 6: Expresiones del término general a partir de los desarrollos aritméticos de los niimeros

La comparacién de las frecuencias que aparecen en las tablas 5 y 6 es de gran inte-

res por las ensefianzas que nos proporcionan. Colocamos juntas dichas frecuencias

para que la comparacién se pueda hacer con més facilidad.

Término n°  |n(nt+l)4+n | n’+2n | (n+1)*-1| n*-1 n nada

Frecuencia (5) 1 2 1 1 19 9

Frecuencia (6) 6 4 1 9 2 0

Tabla 7: unién de las tablas 5y 6

Destacan varios hechos:

0

La diferencia de alumnos que dejan la casilla en blanco en el caso de seguir
la secuencia escrita de forma usual, son nueve, en el caso de seguir la se-
cuencia en forma de desarrollo numérico, ningtin alumno lo deja en blan-
co.

Pasan de 19 a 2 los alumnos que indican que el término n-simo es n cuan-
do se cambia de sistema de representacién, de numérica usual a desarrollo
aritmético. El término general se expresa en el mismo sistema de represen-
tacién que tiene la secuencia. Si la secuencia est4 representada en forma nu-
mérica usual se identifica con n, si la secuencia esté escrita en forma de de-
sarrollo aritmético, el termino de lugar n° tiene otra expresién.

En la tabla 7 se aprecian en la columna encabezada por n*-1 un aumento
de ocho respuestas, un anélisis de su procedencia muestra que uno viene de
nada en la situacién anterior y siete de n.

Aparecen tres expresiones diferentes y correctas para el termino general,
al ser equivalentes dichas expresiones permiten trabajar pasando de unas a
otras con lo que se introduce y favorece las operaciones dentro de las ex-
presiones algebraicas.
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Conclusion

Las acciones de abstraer y generalizar son propias del pensamiento humano, el tra-
bajo matematico exige de la abstracciéon y la generalizacién, se puede decir que
estas son acciones genuinas del trabajo matematico. Para el estudio sucesiones de
ndmeros naturales, obtener el término general de la sucesién requiere percibir el
patrén comin que tienen los términos de la sucesién, abstraer dicho patrén, des-
cribirlo y representar el mismo en forma algebraica (forma abstracta). Ademas, la
sucesion viene dada mediante un sistema de representacién (numérico usual) y la
expresién del término general, en un lenguaje algebraico (representacién en desa-
rrollo aritmético) estd dentro de un sistema de representacién distinto, esto hace
que el procedimiento de hallar dicho término general presente un obstaculo, a ve-
ces, insuperable, para los escolares. La representacion de la sucesién mediante los
tres sistemas que hemos utilizado se muestra adecuada (la representacién puntual
juega de enlace entre las otras dos) para iniciar el estudio de las situaciones. Con
posterioridad se proseguird con un estudio mas sistemdtico del tema.
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