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Resumo. Neste capitulo, tentdmos desenvolver uma estrutura coerente que salientasse os principais
conhecimentos produzidos em pesguisas anteriores e que tenham envolvido o raciocinio proporcional.
Também tentdmos focar a nossa atengéo sobre algumas categorias de tarefas negligenciadas e sugerir
novas a serem investigadas e desenvolvidas em futuras investigacdes. Foi dada atencdo as dificuldades de
clarificacdo da linguagem porque, no dominio do raciocinio proporcional, a terminologia confusa e
inconsistente é um sério impedimento ainvestigacdo e avancos futuros.

Quer olhemos o raciocinio proporcional como o culminar da matematica elementar ou como
alicerce da matematica avancgada, questdes semel hantes se colocam. Esta invariancia esta relacionada com
as transformagfes, as equivaléncias e as tradugdes em e entre 0s varios sistemas de medida e sistemas de
representacdo. Embora os psicologos do desenvolvimento tenham tendéncia a falar sobre o raciocinio
proporcional como se ele fosse uma aptiddo global relacionada com parte da estrutura cognitiva global, a
investigacdo em educacdo matematica mostra claramente que a evolugdo do raciocinio proporcional é
caracterizada por um desenvolvimento conceptual local que proporcionara conhecimentos incontornaveis
sobre 0os mecanismos pelos quais as criangas evoluem até raciocinios de ordem superior. O raciocinio
proporcional parece constituir uma area de investigac&o especialmente fértil para estudar este fendmeno.

O raciocinio proporcional € uma forma de raciocinio matemético que envolve o
sentido de co-variancia e multiplas comparacfes, assm como a aptidéo para reunir e
processar mentalmente diversos conjuntos de informagdo. O raciocinio proporcional
esta relacionado com inferéncia e predicdo e envolve o pensamento qualitativo e
quantitativo.

Na nossa investigacdo consideramos que as principais caracteristicas do
raciocinio proporcional envolvem o raciocinio sobre as relacfes holisticas entre duas
expressdes racionais, tais como, taxa, razdo, quociente e fracgdo. Isto abrange
invariavelmente aapropriacdo e a sintese mentais dos varios complementos destas
expressdes e uma aptidao para inferir sobre a igualdade ou desigualdade de pares ou

series dessas expressdes, baseada na andlise e na sintese. Também envolve a habilidade
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de produzir com sucesso as componentes omissas, independentemente dos aspectos
numéricos do problema. Esta perspectiva ndo tem sido geramente utilizada pela
comunidade de investigadores.

Todas as pessoas que resolvem um problema sobre propor¢cdes ndo usam
necessariamente o raciocinio proporciona. De facto, podem observar-se relagdes

numeéricas simples (se A é trés vezes B, X deve ser trés vezes D) ou usar um algoritmo

como o0 do produto cruzado. Para resolver proporcdes do tipo %zg ensinase

frequentemente aos alunos o uso do método do produto cruzado A D =x” B onde

A" D , L A .
X = B ; contudo a investigacdo e a experiéncia mostraram consistentemente que

este método € (@) ma compreendido pelos aunos (Post, Behr & Lesh, 1988), (b)
raramente “gerou naturamente” um méodo de resolucdo (Hart, 1984) e € (c)
frequentemente usado pelos dunos mas para evitar o raciocinio proporcional do que
para o facilitar. NOs sugerimos neste documento que o0 uso deste procedimento
impossibilita 0 uso do raciocinio proporcional e ndo envolve sd por s 0 raciocinio
proporcional. Portanto nés preferimos flar de problemas sobre proporcionalidade em
vez de problemas sobre raciocinio proporcional.

Consideramos o raciocinio proporcional com um conceito pivot. Por um lado, é
o culminar dos alunos da escola priméaria e por outro lado, € o alicerce de tudo o que
segue. Este capitulo discute esta construcdo a partir das duas perspectivas indicando
aquilo que acreditamos serem 0s mecanismos de transicdo e 0 comportamento dos
alunos. Exploramos depois os requisitos para a base de um modelo computacional de
solucBes de problemas sobre proporcdes e discutimos as condigdes, sob as quais este
modelo pode produzir solugBes aceitévels. Finamente, colocamos questfes sobre as
implicacBes que este modelo podera desencadear em futuras investigagcdes com alunos.

Tentativas anteriores para avaliar a aptidao ao nivel do raciocinio proporcional
(Karplus, Pulos & Stage, 1983a, 1983b; Noelting, 1980a, 1980b) focaramse quase
sempre em respostas individuais a problemas de valor omisso. Os alunos que foram
capazes de responder com sucesso a questbes numeéricas “dificeis’, com multiplos de
nimeros ndo inteiros dentro e entre os pares da razdo foram corsiderados de nivel
elevado, e as suas respostas foram consideradas com resultantes de um raciocinio
proporcional. Acreditamos que esta € uma perspectiva limitada, condicdo necessé&ria

mas ndo suficiente, especiamente quando os problemas fornecem solucdes puramente



algoritmicas. Este capitulo pretende ampliar este ponto de vista e sugerir que o
raciocinio proporcional abrange um espectro mais amplo e complexo das aptiddes
cognitivas que incluem tanto uma dimensdo mateméica como uma dimensdo
psicol égica.

Contudo, de acordo com Piaget (Piaget & Inhelder, 1975), a principal
caracteristica do raciocinio proporciona é a que envolve mas a relacdo entre duas
relacOes (i.e., arelacdo de “segunda - ordem”) mais do que a simples relagdo entre dois
objectos concretos (ou duas grandezas directamente perceptiveis). Por exemplo, os
seguidores de Piaget, consideraram as questes balance-beam como protétipo de

guestes sobre raciocinio proporcional, embora o raciocinio envolvido ndo sga
adequado a equacdo %zg antes se adequa a equacéo A" B=C" D. De facto, os

seguidores de Piaget argumentam que numa fase inicial, as capacidades de raciocinio
proporcional das criancas envolvem frequentemente “raciocinio aditivo” na forma
A-B=C- D. Acreditamos que € desgavel restringir a expressdo “ raciocinio
proporcional” a varios aspectos das relacdes multiplicativas entre expressdes racionais.
Nas ciéncias da educagdo, Karplus et a. (1983a, 1983b) representam ainda uma
terceira perspectiva, afirmando gue o raciocinio proporcional deve envolver a relacdo
linear entre duas variaveis. Assim as questdes caracterizadas por relagbes do tipo

y =mx sdo consideradas como tarefas sobre proporcdes (que na verdade sdo), mesmo
gue os dois lados da equacdo ndo sgam simétricos. As tarefas do tipo y = %x +n

devem ser diferenciadas das situacGes em que existe uma relacdo proporcional.

O principal objectivo deste capitulo sera classificar e clarificar aspectos do
raciocinio que preservam o0 significado matemético desta expressdo e qual a
investigagdo que se tem mostrado significativa dos pontos de vista matemético e
psicolégico. Outro objectivo sera identificar areas negligenciadas pela investigacéo

sobre o raciocinio proporcional.
Algunstipos importantes de tar efas sobr e raciocinio propor cional
Consideragdes subjacentes a muitos dos mais elementares conceitos usados em

ciéncia, na matematica e aresolucdo de problemas do quotidiano consistem muitas

vezes em reconhecer modelos similares ou similaridades estruturais em duas situagoes



diferentes. Porgque o raciocinio proporcional lida com uma das mais comuns formas de
semelhanca estrutural, é frequentemente associado a alguns dos conceitos mais
importantes e elementares mas profundos ao nivel da formacdo conceptual em muitos
campos da ciéncia ou da matemética. Como dissemos anteriormente, acreditamos que o
raciocinio proporcional € o culminar da aritmética elementar e o alicerce de tudo o que
se segue. Consequentemente ocupa uma posicdo pivot Nos programas escolares de
Matematica (e das Ciéncias).

Como cada dominio do conhecimento usa este paradigma basico de raciocinio,
ele tende a ser modificado subtilmente de forma a responder as necessidades especificas
da disciplina Por exemplo, no curriculo de aritmética da middle school?, formas
ligeiramente diferentes de raciocinio proporciona estdo relacioradas com dguns dos

principais trouble spots conceptuais no curricul o:

- (equivaléncia) fraccoes: 5/3=n/m

- divisdo longa: 805/23 = n/1

- valor de posicdo e percentagem n% = 75/100

- conversao métrica n délar = (2/3) m délar canadiano

- razdo e taxa 15 pés/ 2 segundos = n milhas por hora

Nos tipos precedentes de &reas (tOpicos) centrais, surgem naturalmente sete tipos de
problemas sobre proporcdes. Todavia, os problemas do tipo 3 até ao 7 tém sdo

negligenciados na instru¢do centrada no manual e na investigacdo.

1. Problemas de valor omisso
% = % no qual trés valores sdo conhecidos (incluindo um par completo) e

0 objectivo é encontrar a parte omissa da segunda (e equivalente) razéo.

2. Problemas de comparacdo

% <=?7=> % em que sdo dados os quatro valores e o objectivo é avaliar
gual das situacdes é verdadeira: A<Eou AL ou A>9
B D B D B D

2 Escolas dos EUA que tém usual mente alunos do 6° ao 8° ano de escol aridade.



Problemas de transformagéo
~ VI A A_C
(@) Alteracdo de raciocinio: E dada uma equivaléncia forma EZB

Depois aumenta-se ou diminui-se uma certa quantidade de um ou dois
dos quatro valores A, B, C ou D e o objectivo é decidir qual arelacdo
(<, >ou =) que é agora verdadeira

(b) Transformagdes para obter uma igualdade: E dada uma desigualdade
sob aforma % < % . Depois, para um dos quatro valores A, B, C ou D,

um vaor X deve ser determinado, de modo a que, por exemplo

(A+x)
B

<
=

Problemas do vaor médio

S0 dados dois valores e 0 objectivo € encontrar um terceiro:

() Média geométrica: A:i;
x B
(A- x)

(b) Média harmonica:

A
B (x-B)’

Proporgdes que envolvem a conversao entre razao, taxa e fraccoes
A razdo entre rapazes e raparigas na turma é€de 15 para 12. Qual é a

fraccéo de rapazes na turma?

Proporc¢des que envolvem unidades de medida assim como nimeros

3pés _ xmilhas ou 5pés _ xmilhas
2segundos  lhora 1segundo  lhora

Problemas de conversdo entre sistemas de representacao
A razéo (fraccdo, taxa ou quociente) € dada num sistema de representacéo
e 0 objectivo € representar mesma relacdo noutro sistema de

representacao.



Os problemas sobre raciocinio proporcional baseados na vida rea envolvem
frequentemente comparagOes entre sistemas de representacdo. Descobrimos que estas
tendem a ser surpreendentemente dificeis para a maioria dos alunos (Lesh, Behr & Post,
1987).

Mesmo quando os dois lados de uma propor¢do envolvem o mesmo sistema de
representacéo, as solugbes apresentadas pelos alunos envolvem frequentemente a
traducdo entre varios sistemas de representacdo. Por exemplo, consideremos o problema
apresentado em texto (figura 1). Encontramos uma taxa de sucesso de cerca de 9,2%
para aunos do quarto ano e de 46,2% para aunos do oitavo ano.

Um aluno pode pensar sobre o problema dafigura l:

(a) Parafraseando (isto &, traduzindo em linguagem mais simples): quinze esta para
cinco como...estapara... .

(b) Desenhando um diagrama (isto €, traduzindo numa imagem ou diagrama):
1*HORA 2°HORA 3 HORA 42 HORA 52 HORA
MMMMM MMMMM  MMMMM MMMMM MMMMM

(c) Escrevendo uma equacdo (isto é traduzindo em linguagem simbdlica):

15 m

5 h’

Assim, mesmo quando um problema parece estar representado apenas num

sistema de representacdo, a sua solucdo pode envolver varias conversdes entre sistemas.

A Susana pode andar 15 milhas em 5 horas.

A razdo entre milhas por hora é de:
a) 5 parals

b) 10 para5

c)3paal

d) nenhuma das aineas anteriores

Fig. 1— Problematipico em texto sobre propor¢des

O raciocinio propor cional € um conceito fundamental



no desenvolvimento matematico dos alunos

Para determinar quais os aspectos do raciocinio proporcional que devem ser
futuramente enfatizados, € importante reconhecer o0 seu papel de “conceito
watersherd®, enquanto fronteira que separa os conceitos elementares dos conceitos
mais complexos. Isto €, constitui (1) um dos mais elementares conhecimentos de alto
nivel e (2) um dos conhecimentos elementares de nivel mais elevado. Por exemplo, para
a psicologia da aprendizagem humana, o raciocinio proporcional é amplamente
conhecido como uma capacidade que conduz ao deslocamento conceptual significativo
dos nivels operacionais do pensamento concreto para os niveis operacionais formais do
pensamento (Piaget & Beth, 1966).

As duas préximas secgdes deste capitulo analisam o raciocinio proporcional
através de duas diferentes perspectivas:

(2) O raciocinio proporcional como alicerce da agebra e de outras areas
avancadas da matematica.
(2) O raciocinio proporcional como culminar dos corceitos de aritmética

elementar, de nimero e de medida.

O raciocinio proporcional como charneira da

matematica do ensino secundario

No problema anterior (ver Figura 1), suponhamos que queriamos saber a

distancia que a Sue andaria em 3 horas. Este problema pode ser resolvido em trés

etapas:
~ 15 m
(8 Escrever umaequacdo que descreva o problema, por exemplo, = = 3
(b) Transformar a forma “descritiva’ da equagdo numa forma “computacional”

equivalente, por exemplo,m = 3~ %

() Cadecular, redizando as operagdesindicadas: m=3" 3=9.

3 watershed = important historical change of course or one on which important devel opments depend (in
British Encyclopaedia online).



O procedimento descricao-transformacéo-calculo é uma das caracteristicas que
diferencia a dgebra da aritmética. Note-se que ndo € necessario que a equacdo que
descreve ou modela o problema especifique imediatamente uma série de calculos para
apresentar uma resposta. Na dlgebra, as fasesde descricdo e de apresentacéo da solucéo
na resolucdo de um problema podem ser separadas. Na aritmética, os alunos geralmente
realizam uma série de procedimentos de calculo para produzir uma resposta.

Inerentemente o raciocinio proporciona envolve alguns dos mais importantes
conhecimentos algébricos relacionados com equivaléncia, varidveis e transformacoes.
Discutiremos cada um em separado:

Niveis de equivaléncia. Os seguintes tipos de equivaléncia ocorrem

frequentemente em situacOes rel acionadas com proporcao:
(& Numeros equivalentes ou razdes equivalentes, por exemplo, 3 =—=—.

(b) Expressdes equivalentes que apresentam numeros e unidades de medida,

quilometro _ 1000

por ex.,
metro 1

< 1 quilometro = 1000 metros.

(c) Expressbes equivaentes que envolvem relacOes e/ou operagdes assim
6pés

como numeros e unidades de medida, por ex, —————
2segundos

= 3pés por
segundo = 2, 0455 milhas por hora.
(d) EquacBes equivalentes, p. ex., 2 :118 U x?=2"18U x =6 nas quais
X

as transformagdes preservam propriedades importantes e modificam

outras.

Na aritmética, o simbolo igual (=) geramente significa “resultado de “ ou “da’
(por exemplo, quando a equacdo 53=2 € lida como “cinco menos trés da dois). Na
algebra, contudo, o simbolo “=" significa frequentemente um tipo mais geral de
equivaléncias. Por exemplo, duas expressdoes podem ser tratadas como equivalentes por
algumas das seguintes razdes.
(8 S&o redutiveis ao mesmo vaor, p. ex.: 6/2=4-1.
(b) Séo estruturalmente similares; isto & envolvem o mesmo padréo de relagcoes e

(y-b)_(d-b)

operacoes, p. ex.: )
here P (x-a) (c-a)




(Naturalmente isto é verdadeiro apenas para certos valores das variaveis.)

(c) Tém gréficos idénticos em conjuntos de medida ndo nula, p. ex.: f(x)=2" %x

2X
eg(x):?.

(d) Os seus graficos cortam 0 eiX0 X N0S MesMOoS pontos.
() Uma expressdo pode ser substituida por outra sem ganhar (ou perder)

informacao relevante.

Uma compreensdo do raciocinio proporcional deve ir aém da ssmples nocdo de

gue dois lados de uma equacdo sdo iguais (no sentido de serem redutiveis a0 mesmo
valor). Por exemplo, a nossa intuicdo diz-nos que uma equacdo como g =4-1" ndo

devia ser chamada uma propor¢do (mesmo gue os seus dois lados sgjam iguais) porque
os dois lados da equacdo ndo sdo estruturalmente similares; isto € ndo envolvem o
mesmo padrdo de relagdes ou de operacfes e as suas componentes ndo estdo
multiplicativamente rel acionadas.

O reconhecimento de uma similaridade estrutural parece ser uma componente
essencial para que ocorra o raciocinio proporcional. Contudo, se exigirmos que o
reconhecimento de uma estrutura similar sgja uma condi¢éo necess&ria para que 0

processo de raciocinio sga designado como raciocinio proporcional, entdo,

globalmente, as tarefas modeladas pela equacdo y = % X mas que ndo sdo modeladas

pela equacéo Y- ndo devem ser interpretadas como envolvendo raciocinio
X

ol

proporcional, mesmo que y = % x e :% sgjam parcialmente, mas ndo globa mente,
X

equivalentes.

Niveis de variaveis. Adicionadmente ao envolvimento de varios niveis de
equivaléncia, as simples situagcdes de raciocinio proporcional podem envolver varios
niveis de variaveis. Nao € simplesmente a aptitude para variar que torna algo numa
variavel. Por exemplo:

. ~ 3_X ~ .
(& Em muitas proporgdes simples, como — :E’ o valor de x ndo pode variar;
X
contudo isto ndo significa que X ndo sga uma varidvel. Aqui, 0 que é



importante saber € que X € uma incognita que pode ser manipulada usando
regras similares as que se aplicam aos nUmeros.

(b) Por vezes, mesmo as constantes, como por exemplo Pi, pode ser atribuido uma

escala de valores (p.ex.: 2—72 22/7 ou 3,14 ou 3,14159265356) dependendo do

nivel de precisdo escolhido como apropriado a uma determinada situac&o.

Contudo, isto ndo significa que Pi sgja uma variavel.

Assim o valor de um simbolo pode ser fixo, contudo o simbolo é uma variavel;
ou o vaor do simbolo pode variar, embora o simbolo seja uma constante. Explicactes
demasiadamente simplistas, tais como tratar as variaveis como se elas fossem coisas que
simplesmente podem variar trar&o certamente confusao para as criangas.

Transformacgfes e invariancia. Para gerar um par de razdes equivaentes a

3 L ~ , ~
9 usa-se uma série de transformagdes como caminho de expressdo para outra:

1 > 3 > S —> ... .Ou para encontrar valor de X numa proporgao como 3. % uma
X

3 9
série de transformagbes sdo usadas como um caminho entre uma equacdo e outra:

3% 2> x=27 3 > x*=81 2> x=9. E, para alguns tipos de procedimentos

X 27 X
levantamse questdes sobre o tipo de equivaléncia. Cada vez que um objecto é
transformado, perde-se ou ganha-se alguma informacdo, a questdo € saber se a
informagdo alterada é de interesse. Que propriedades permanecem invariantes e quais
nao? Por exemplo, duas equacdes podem ser consideradas equivalentes por algumas das
seguintes razbes. (Lembremos que na seccdo anterior uma lista semelhante foi
construida para as expressoes.)

(& Tém o mesmo vaor logico (p. ex., sdo ambos verdadeiros ou falsos).

(b) Tém o mesmo par solugdo (p. ex., 0 mesmo valor os satisfaz).

() Uma é aforma simplificada da outra.

(d) Podem ser transformadas uma na outra através de operacdes especificas.

Quando os professores tratam as transformagdes como “tudo estd CERTO

enquanto se faz a mesma coisa em ambos os lados da equacdo”, ndo devera constituir

qualquer surpresaque esta visdo simplista conduza frequentemente a erros no raciocinio

10



proporciona das criancas. Por exemplo, num dos nossos recentes estudos clinicos
(Behr, Wachsmuth, Post & Lesh, 19?74), foi mostrado aos alunos um conjunto de

igualdades como% :E. Foi entdo subtraido um dado nimero a um dos quatro Nimeros
X

e foi pedido aos aunos para mudar um dos outros trés nimeros de modo a repor a

- -2
igualdade (p.ex., 371:6?). Era usua o aunos simplesmente aumentar ou

diminuiram ao nimero correspondente pela mesma quantidade em ambos os lados. De

facto, um auno até “provou’ que % :%; ele apagou 0 nimero 1 em ambos 0s

lados, explicando “Esta certo, porque eu fiz 0 mesmo em ambos os lados!!”

A compreensdo de que uma equacdo (como um todo) representa um “objecto”
algébrico, que pode ser transformado em formas especificas que tornam invariantes
certas propriedades interessantes (como o par solucdo) € a cerne do raciocinio agébrico.
Isto também € essencial, de modo simplista, na resolugéo de proporgdes simples.

A equacéo %:% pode ser vista como um sistema estético (=) entre dois

sistemas mateméaticos simples que sdo descritos independentemente pelos valores das
razoes % e % Contudo, também pode ser vista como uma transformagdo dindmica
gue guiaum sistema matemético simples (descrito pela relacéo entre os valores da razéo

%) para outro sistema “equivalente” (descrito pela relacdo entre os valores da razéo

%). Parece-nos gue o reconhecimento de uma semelhanca estrutural € uma componente

essencial do raciocinio proporcional. Deste modo as questdes relacionadas com a
transformagdo estrutural e a invariancia deviam ser 0s assuntos importantes para o
raciocinio proporcional, mesmo nos niveis mais el ementares.

Apesar do que foi dito, as tarefas relacionadas com transformagdo e invariancia
tém ddo negligenciadas na literatura de investigacdo sobre raciocinio proporcional,
anda que Piaget (Piaget & Inhelder, 1956) e outros tenham enfatizado a sua
importancia em certos tipos de tarefas sobre conservagéo.

Um dos motivos pelos quais as tarefas sobre transformacdo tém sido
negligenciadas é a sua tendéncia para envolver ac¢fes dindmicas que sdo dificeis de

descrever nos manuais escolares e nos testes com formato de papel e lapis. A segunda

11



razéo é a sobrevalorizacdo artificial da “determinacdo do Xx” no curriculo da
matematica do pré-secundario e no secundério. Esta ideia errada de gque a esséncia da
matematica é “ir a procurado X incognito” é partilhada por muitos. Todavia, para
compreender a esséncia do raciocinio proporcional € importante compreender que a
matemética € essencialmente o estudo da estrutura e dainvariancia, da equivaléncia e da
ndo equivalércia sob a variedade das diferentes transformacdes. Na passagem dos
adunos para niveis mais complexos da matemética, muito menos actividades de
resolucdo de problemas se encaixam no esteredtipo “determinacdo do x 7. Muitas mais

se enquadram na categoria do estudo da estrutura-transformagéo- invariancia

Raciocinio proporcional como alicer ce da

M atematica da escola e ementar

Muitos dos principais blocos conceptuais que levantam dificuldades no curriculo
da escola primaria sdo criticos no contexto do raciocinio proporcional. Os exemplos
incluem (1) relagOes parte-todo descritas por Kieren (1976) e Behr, Lesh, Post & Silver
(1983); (2) unidades compostas (isto €, unidades construidas a partir de outras unidades)
enfatizadas por Steffe (Steffe & von Glasersfeld, 1983; Steffe, neste volume), Cobb
(1987) e Post et al. (1988); (3) aptidao para relacionar representacoes, enfatizada por
Kaput (1987a; 1987b) e Lesh, Post e Behr (1987); e (4) aptidao para relacionar medidas,
enfatizado por Vergnaud (1983), Streefland (1984, 1985), Post et al. (1988) e Kaput
(1985). (Estas éreas foram identificadas por investigadores como conceitos subjacentes
aos problemas anteriormente mencionados, parecendo estar todas relacionadas com a
proporcionalidade e, em Ultima insténcia, com o raciocinio proporcional.)

Raciocinio pré-proporcional. Se a caracteristica mais critica do raciocinio

proporcional € reconhecer “a invariancia de um sistema matemético simples”, entdo é
L . L : . ~ A
necessario que este sistema matemético gja sempre descrito como razéo E? Ou os

sistemas ser caracterizadospor A- B (ou A” B ou A +B) também qualificariam? Os

. - . A ~ .
sistemas mateméticos caracterizados por B estdo entre 0s mais simples que podem

exigtir; eles envolvem relagcOes entre as duas quantidades A e B. Deste modo, uma
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equacdo como %z% pode ser interpretada como uma relacdo “n vezes mas’

aplicada em ambos os lados.

A relacdo “n vezes mais’ pode ser interpretada de dois modos distintos: (1)
como relacdo aditiva A=n"B (isto ¢ n=A-B) ou (2) como uma relacdo

multiplicativa A=n" B (isto é n :g). Nesta Ultima situacdo, é geralmente referido

como “n vezes como”. Em ambos os casos, raciocinar sobre estas situactes € uma das
mais simples situacBes em que as criangas vao além das comparagdes entre quantidade
perceptiveis para pensarem sobre a semelhanca estrutural entre sistemas matematicos
como um todo.

Por razdes semelhantes as descritas anteriormente, tarefas como balance-beam,
modeladas pelaequacdo A° B =C~ D (mehor do que pela equacdo % = %), S80 por

vezes referenciadas como tarefas sobre “raciocinio proporcional multiplicativo” e
tarefas caracterizadas pelaequacdo A +B =C +D sdo usualmente consideradas como

envolvendo raciocinio aditivo.
Questdes caracterizadas por %:% ou A°B=C" D tendem a envolver

relacbes multiplicativas, mas serd que envolvem raciocinio proporciona? Por regra
respondemos que se nd houver evidéncia que a crianca reconhece a semelhanca
estrutural representada pelos dois lados da equacdo, entdo ndo ha evidéncias de
raciocinio proporcional. Por exemplo, se A" B corresponde a uma quantidade
directamente perceptivel (em vez da relacéo entre duas grandezas), entdo uma tarefa que
podia ter sido alias caracterizadacomo A B =C~ D, pode reamente ser reduzida (na
mente da crianga) a uma tarefa caracterizadapor P =C~ x, em que P é um “novo’
elemento do sistema. Neste caso, ndo é reconhecida a semelhanca estrutural e o
raciocinio proporcional ndo é requerido. Consequentemente a simples aptidéo para
responder correctamente a problemas com a forma A" B=C” D ndo garante que
estgja a se usado o raciocinio proporcional. O mesmo se aplica a problemas da forma

gzg (onde aposicéo de x pdevariar).

Levantam-se preocupagdes semelhantes no que respeita a tarefas aditivas

caracterizadas pelas equagbes A+B =C+x ou A- B=x- D. Isto é, as tarefas em
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gue estas equactes so descritas tendem naturalmente a ser redutiveis as formas néo
proporcionais P=C+x ou P =x- D, em que P & uma quantidade directamente
perceptivel.

Se o facto de as criangas tenderem a usar a adicdo para resolver problemas
caracterizados por %: % ndo € um indicador fiavel do raciocinio proporcional, entdo

porgue é que os investigadores (especia mente psicologos do desenvolvimento) referem
0 “raciocinio proporcional aditivo’ na literatura de investigagdo? A resposta reside no
facto de durante os primeiros estédios do desenvolvimento da compreensdo do
raciocinio proporcional, as estratégias aditivas serem frequentemente usadas para
responder a tarefas em que deveriam ser usadas relacdes multiplicativas (Hart, 1984;
Noelting, 1980a, 1980b; Vergnaud, 1983). Por exemplo, 0 seguinte excerto de uma
entrevista mostra como o raciocinio aditivo emerge naturalmente (mas incorrectamente)
durante uma das nossas investigagoes sobre tarefas multiplicativas.

Deurse aum auno do sétimo ano um rectangulo 2x3 (ver Figura 2) e pedindo-
se-lhe para “o aumentar”. O aluno respondeu (correctamente) dobrando o comprimento
de cada lado para obter um recténgulo 4x6. Pediu-se-lhe depois. “amplia-0 novamente
de modo que a base sgja 9”. Desta vez o auno respondeu desenhando um rectangulo
7x9, explicando: “ se eu dobrasse, seria 12, por isso eu adicionel 3 e assm o outro lado
€ 9’. Existe um conjunto de factos interessantes sobre esta situacdo. Primeiro, o
raciocinio aditivo aparece frequentemente de modo “natural” como um estédio inicial
do desenvolvimento do raciocinio proporcional. Segundo, o paradigma do raciocinio
gue a crianga usa varia muitas vezes em funcdo da tarefa dada (como no exemplo
anterior) ou de uma tarefa para outra, dependendo em particular das caracteristicas da
tarefa tais como: complexidade das relagdes numéricas (Karplus et al., 1983a 1983b),
distraccdo percentual (Berh et al., 1983) e a localizagdo da quantidade “desconhecida”
(Bezuk, 1986), por exemplo x_¢ versus AC Versus A_X versus AL .

B D x D B D B x

Geramente, as tarefas caracterizadas por equaches aditivas (isto €,
A-B=C-D ou A+B=C+D) ndo deveriam ser referidas como tarefas sobre
raciocinio proporciona e mesmo as tarefas multiplicativas (como as tarefas de balance-
beam ou tarefas anteriormente citadas sobre areas) caracterizadas pela equacdo
A" B=C’" D podem ser fracos indicadores do verdadeiro raciocinio proporcional,

especialmente quando essas tarefas so relegadas para uma solugdo algoritmica. Assim,
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globalmente, “o raciocinio proporcioral” é um termo reservado para a resolucdo de

. ~ ~ L ., A
tarefas caracterizadas pela relacdo entre duas expressdes racionais. isto €, B :%.

Acreditamos, contudo, que esta é uma condicdo necessaria mas ndo suficiente. Outros

tipos de situagbes reflectem também uma verdadeira habilidade de raciocinio

proporcional.

9
Figura2 - Ampliacéo do rectéangulo

Transicdo do raciocinio pré-proporcional para o raciocinio proporcional.
Embora que Piaget e outros psicélogos do desenvolvimento falem frequentemente do
raciocinio proporcional como se fosse uma aptidao global ou uma manifestacéo de uma
estrutura cognitiva geral, parece que a evolucdo do raciocinio proporciona €
caracterizado por um gradual aumento de competéncia local (isto €, Lesh, Post e Berh,
1987; Tourniaire & Pulos, 1985; Karplus e tal. 1983a, 1983b). A proporcionalidade é
inicialmente dominada em pequenas e restritas classes de problemas. A competéncia é
entdo gradualmente ampliada a classes maiores de problemas.

Nesta seccdo sugerimos que 0 a precedente “visdo da progressdo gradual da
competéncia local” do desenvolvimento cognitivo tem importantes implicacdes para a

investigacdo e instrugdo que envolvem raciocinio proporciona. Esta visdo também
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proporciona uma orientagdo para a invedigacdo e investigacdo relacionadas com a
resolucédo de problemas.

O exemplo que discutimos ilustra alguns dos mais importantes mecanismos que
permitem aos alunos desenvolver desde o raciocinio pré-proporcional (aditivo) até
formas globais de raciocinio proporcional multiplicativo. O problema ilustrado na
Figura 3 foi usado por Lesh mas suas investigacdes sobre 0 uso da matemética em
contextos do quotidiano. O problema é particularmente interessante porque:

(@ as suas solucbes validaram sequéncias de desenvolvimento do raciocinio
proporcional, que foram supostas por Piaget (Inhelder & Piaget, 1958; Piaget,

Grize, Szeminska, & Bang, 1968), Noelting (1980a, 1980b), Karplus et al.

(19833, 1983b), Karplus and Peterson (1970), Hart (1981) e muitos outros.

(b) As solucdes mostraram como as estruturas que foram apresentadas para facilitar

a evolucdo conceptual global podem também representar um papel importante

na resolucdo de problemas.

Antes de considerarmos uma solucdo ‘tipica” para este problema, serd Util em
primeiro lugar esbocar alguns dos mais importantes estadios que os psicélogos do
desenvolvimento observaram na evolugdo do desenvolvimento global das capacidades
de raciocinio proporcional nas criancas.

(a) Nas suas respostas mais elementares, os alunos tendem a ignorar parte dos

dados, talvez, por exemplo, porque comparam 0s numeradores apenas na

mua}é‘o A:E
B D’

(b) Num nivel mais sofisticado, os alunos podem observar relacGes entre os

guatro factores de uma proporgéo g:% mas podem relacioné-los

apenas qualitativamente.

(o) Tentativas iniciais de quantificacdo quase sempre envolvem mais
diferencas aditivas constantes (isto ¢ A-B=C-D) mas que
relacionamentos multiplicativos.

(d) Inicialmente o uso do raciocinio multiplicativo é frequentemente baseado

num tipo de estratégia “modelo de reconhecimento e replicagdo” , que
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dguns designaram como estratégia de “acumulacdo® (Hart, 1984;
Karplus & Peterson, 1970; Piaget et al., 1968). Por exemplo: Uma
confeitaria vende 2 rebucados por 8 céntimos. Quanto custam 6
rebucados? A solugdo pode ser registada como:

—2 rebugados por 8 céntimos

—4 rebucados por 16 céntimos

—6 rebucados por 24 céntimos

Dada uma tabela de valores, as crian¢as podem observar um padréo e
aplicklo para determinar um vaor desconhecido. Contudo, como
indicamos no inicio do capitulo, 0 sucesso no uso desta estratégia é

relativamente fraco enquanto indicador de raciocinio proporcional.

Piaget et al. (1968) referiram este estadio como “pré-proporcional” porque
as criangas tém a intuicdo de que as diferencas mudam com o tamanho dos
nimeros e que a mudanca pode ser de natureza multiplicativa, mas elas
nao constatam necessariamente que precisam de considerar um aumento
constante entre os termos de cada par de taxa, isto é da razdo. Segundo
Piaget, a pré-proporcionalidade acontece por meio de funcbes de
coordenacdo, engquanto que a proporcionalidade é baseada em operactes
reversivels. A principa diferenca entre pensamento baseado na funcéo e
pensamento ligado a operacdo € que o0 primeiro é essencialmente ndo
reversivel, isto € dada uma ateracdo num dos quatro termos de uma
propor¢éo, a crianga ndo € capaz de compensar alterando uma das

restantes variaveis.

(e) As “proporcdes logicas’ de Piaget, indicam um nivel de pensamento em
gue as relacbes multiplicativas entre os dois termos sdo identificadas,

sendo a relacdo entdo aplicada aos outros dois termos.

Materiais: calculadora, catdlogo Sears de ha 10 anos, catdlogo Sears actual,

jornal de ha 10 anos, jornal actual.

Alunos: Este problemafoi resolvido individual mente pelos alunos ou em grupos
de trés, desde a escola media até a idade adulta. O grupo descrito nesta seccéo
era constituido por alunos médio do 7°ano.

Problema: Fred Finley comecou a leccionar ha 10 anos em Centerville. Ele e a

* Traducao de build-up.



noiva arrendaram um apartamento em 3188 Main Street por 250 dolares por
més. Ele também comprou um VW novo por 4500 ddlares. O seu salarioinicia
era 14000 dodlares. Este ano, 0 seu irmdo Tom também comegou a leccionar em
Centerville. Ele a a sua noiva arrendaram um apartamento semelhante aquele
gue o Fred tinha alugado h& 10 anos por 430 dolares por més. Também compro
VW novo; o preco foi 8900 ddlares. Outras diferencas de precos podem ser
encontradas no catalogo ®ars e nos jornais que te foram fornecidos. Qual
devera ser o actual salario do Tom, sera equivalente ao salério do Fred de ha dez
anos ?

Figura 3 — O problema da inflacéo

Geramente, de acordo com Piaget, o raciocinio proporcional desenvolve-se a
partir (1) desde uma estratégia compensatéria global (frequentemente de natureza
aditiva) passando por (2) uma estratégia multiplicativa sem generalizacdo a todos os
casos, até (3) a estruturacdo final da lei das proporgdes. Contudo, nas tentativas para
verificar a teoria de Piaget, constatou-se que o nivel de raciocinio usado pelas criangas
nao é sempre consistente para todas as tarefas ou analogo dentro de uma dada tarefa. (p.
ex., quando o numero de relagdes ou distraccdes perceptivas ou varidvels contextuais
sd0 ligeiramente alterados). Mesmo que os estadios descritos por Piaget provassem ser
suficientemente fortes para descrever o comportamento da crian¢a numa dada tarefa, a
variabilidades entre tarefas € quase sempre elevada. Esta situacdo foi descrita como
“decalage horizontal”. O desenvolvimento conceptua no dominio do raciocinio
proporcional parece ser caracterizado mais por um gradual aumento da competéncia
local do que pela aquisicdo de alguma estratégia global e multifacetada do raciocinio.
As interaccbes com o0 meio desempenham obviamente um papel importante neste
desenvolvimento.

As solugBes como a que é descrita abaixo levaram entre 20 a 40 minutos a ser
desenvolvidos pelos alunos A solugdo aqui descrita € representativa das que séo
produzidas pelos nossos alunos, que variavam entre alunos médios da escola média e os
alunos adultos. Os alunos, globalmente, atravessaram 0s cinco ciclos distintos de
reconceitualizacdo® durante os 40 minutos da sess3o. Note-se a semelhanca entre os
estédios nas suas solucgdes e os estadios identificados por Piaget e outros.

Conceptualizacdo 1: Na primeira conceitualizagdo dos alunos sobre um
problema foi usado o raciocinio aditivo baseado apenas num subconjunto distorcido da

informacédo dada. O grupo subtraiu para encortrar a diferenca de preco entre pares

® Reconceptualization.
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provavelmente comparando artigos velhos e novos. Mas foram considerados, apenas
alguns artigos provavelmente os que foram observados em primeiro lugar, tais como o
carro e um ou dois artigos do catalogo. Além disso, nada foi explicitamente dito que
indicassem como é que estas diferencas permitiriam a determinagdo de um novo sal&rio.

Conceptualizacdo 2: Porque que € que ao alunos passaram para a segunda
conceitualizacdo do problema? S&o sugeridas duas possiveis explicagdes: (1) Como
trabalharam outros detalhes relacionados com a primeira conceitualizagéo,
reconheceram dificuldades que iniciamente tinham ignorado (p. ex., “Que artigos
devemos considerar?’ ou “O que € que vamos fazer com esta informagdo?”’), (2) Porque
era aborrecido readizar 0s processos associados a primeira conceitualizagoes,
consideraram outros processos de pensamento sobre o problema foram considerados.

A segunda conceitualizacdo dos alunos sobre o problema foi baseada numa
relacdo multiplicativa extremamente elementar envolvendo um subconjunto ainda mais
distorcido de informac&o. Visto que a primeira conceitualizagéo tinha perdido de vistao
objectivo global quando a atencdo se focou em detalhes (diferencas subtractivas
individuais), a segunda conceitualizagdo ignorou detalhes quando a atencéo foi
focalizada na relacéo entre os dois salarios. Porque tenham passado 10 anos, talvez os
alunos tenham suposto que o sal&rio do Tom fosse 10 vezes maior do que o do Fred!

Embora, este “brainstorm” tenha sido rapidamente reconhecido como uma
tolice, teve uma fungdo positiva, pois introduziu 0 modo multiplicativo de pensar sobre
as relagdes entre salarios e pregos no passado e no presente.

Conceptualizagao 3. A terceira conceitualizacdo dos aunos sobre o problema
usou um padréo de raciocinio do tipo reconhecimento e replicagéo do raciocinio pré-
proporcional. Os alunos observaram um padréo nos artigos cujo aumento de preco era
(aproximadamente) uma simples razéo inteira (isto €, aproximadamente um factor 2).
Deste nmodo, supuseram que o salario do Tom seria aproximadamente duas vezes 0
antigo sa&io do Fred. Esta suposicdo mostrava uma promessa real, contudo a
clarificacéo do pensamento que ela possibilitou permitiu que aos alunos observassem
que, por exemplo, o preco real de alguns artigos diminuira, mesmo que a maioria deles
tivesse aumentado de prego.

Conceptualizagéo 4 A quarta conceitualizagdo dos aunos usou a verdadeira
propor¢cado multiplicativa, ainda que baseada apenas num subconjunto distorcido de
informagdo., isto é, os alunos comecaram por falar sobre “percentagem de aumento”

(mas na redlidade as razdes cal culadas basearam se em simples factores inteiros). Foram
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calculados os aumentos percentuais de diversos artigos e calculou-se de seguida o seu
valor médio.

Conceptualizacéo 5: A quinta conceitualizacdo dos alunos usou uma proporcao
multiplicativa baseado num procedimento claro e explicito. Pela primeira vez, os alunos
escreveram realmente uma (ndo sofisticada) expressdo matemética na forma “A esta
paraB como C esta para D”. Os valores de A e B foram baseados no somatorio dos
precos para um numero “simbdélico” de artigos e os alunos observaram que apos a
inclusdo de um numero suficiente de artigos na soma, a razéo ndo era muito afectada
pela introdugdo de mais artigos.

A solucdo anterior ndo foi atipica. Os nossos alunos geralmente progrediram
através de 2 a 10 ciclos distintos de reconceitualizacdo durante os 40 minutos das
sessdes de resolucdo de problemas; estes ciclos assemelharam-se muitas vezes a versoes
compactas das sequéncias de desenvolvimento de Piaget. Recorde-se que estas
sequéncias descrevem a evolugdo gradual das capacidades gerais de raciocinio
proporcional das criancas ao longo de vérios anos. Consequentemente, por causa destas
impressionantes semelhangas, comecamos a referir as nossas sessdes de resolugdo de
problemas como “ sessdes de desenvolvimento conceptual local”.

Do ponto de vista tedrico, a ideia de interpretar a resolucdo de problemas como
desenvolvimento conceptual local tem enormes implicagdes. Os mecanismos que se
figuraram importantes nas sessdes de desenvolvimento conceptual local podem ser
usados para gjudar a explicar o desenvolvimento conceptual globa desde o modo inicial
aditivo de raciocinio até ao raciocinio proporcional e outros niveis superiores de
compreensao.

Pensar o raciocinio proporcional como um gradual aumento de competéncia
local, mais do que uma manifestacdo de uma estrutura cognitiva pode resultar em mais
€ nd menos importancia para as teorias do desenvolvimento e para o0 raciocinio
proporcional como um campo de investigagdo bastante rico. A importancia derradeira
do raciocinio proporcional é uma consequéncia do poder facilitador para as capacidades
de resolucéo de problemas. Uma das mais importantes razdes para fazer da resolucéo de
problemas um elemento central do curriculo da matemética escolar € o contributo que
estas experiéncias ddo para a compreensdo das criangas de outros conceitos centrais,
muitos dos quais estdo, por sua vez, relacionados com e envolvendo o raciocinio

proporcional.
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Conceitos de propor cionalidade, raciocinio e nimero racional

Nas secgOes anteriores, sugerimos que a investigagdo sobre o raciocinio
proporcional deveria dar mais atencdo a tarefas que envolvem (1) transformactes
dindmicas, (2) mais do que um sistema de representacdo Unica, (3) unidades de medida
assim como numeros e (4) mais de que um Unico tipo de expressdo racional (taxa, razéo,
guociente, fraccdo). Por outro lado, acreditamos que o termo “raciocinio proporcional”

deveria ser restringido a situagbes caracterizadas pela equivaléncia entre duas
~ .. A _C o
expressdes racionas (E:B)' Contudo, mesmo com esta limitacdo, permanecem

ambiguidades:

(& Mesmo que um matemédtico (ou educador ou psicdlogo) caracterize uma tarefa
usando a proporcdo A/B=C/D, ndo significa necessariamente que esta equacéo
descreva 0s processos e as relagdes que uma crianca usa para interpretar e
resolver atarefa

(b) Entre os principais investigadores na area dos nimeros racionais (ou expressoes
racionais), ndo existe entendimento sobre as caracteristicas essenciais que
distinguem, por exemplo, taxa de razdo (Freudenthal, 1983; Kaput, 1985;
Karplus et al. 1983a, 1983b; Streefland, 1984; Noelting, 1980a, 1980b;
Tourniaire & Pulos, 1985; Vergnaud, 1983). De facto, € comum encontrar um
dado autor gue muda a terminologia de uma publicagdo para outra, talvez para

gjusta-la aterminologia em uso, aqual € em s propriainconsi stente.
Um modelo por computador

Esta seccéo descreve as caracteristicas definidoras, que nés julgamos serem as
mais Uteis para distinguir os véarios tipos de expressdes racionais. O poder e a
consisténcia interna das nossas definigdes foram testados por um modelo baseado no
cdculo; este modelo foi usado para investigar uma série de situacOes em que as regras e
as definicbes que dirigiram 0 nosso modelo produziram resultados apropriados e, mais
importante, gjudaram a identificar varidveis e perspectivas adequadas a investigacéo

com criangas.
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Algumas per spectivas alternativas sobre a natureza das “taxas’. Entre os
participantes nesta conferéncia, Vergnaud e Schwartz sdo dois intervenientes que
apresentam pontos de vistas consideravelmente diferentes sobre as caracteristicas
essencials que permitem distinguir taxas e razdes.

Vergnaud (1983, neste volume) segue uma tradicdo estabelecida pelos gregos
antigos: as taxas sdo definidas como tendo de lidar com quantidades em dois espacos de
medida diferentes (p. ex., 30 milhas/5horas), enquanto a razdo é definida como
envolvendo quantidades apenas de um espaco e medida (p. ex., 15 bolachas/10
bolachas). Os Gregos preferiram esta perspectiva porque estavam particularmente
interessados na forma como os antigos conceitos de medida baseados em numeros
inteiros fluiram para o dominio dos nUmeros racionais e expressdes racionais.
Vergnaud, sendo um psicologo do desenvolvimento, ndo duvidou desta perspectiva por
razdes semel hantes.

Kaput, Luke, Poholsky e Sayer (1986) e Schwartz (1983, neste volume) seguem
uma idela semelhante a de Gauss. Esta posicdo € actualmente alvo de reflexéo por
Freudenthal (1973), Lebesque (1966), Whitney (1968a, 1968b) e outros matematicos
menos preocupados sobre a reconciliacdo dos conceitos dos nUmeros racionais com 0s
conceitos el ementares baseados nos nimeros inteiros, e mais preocupados em encontrar
ligacOes a tépicos de niveis superiores relacionados com os varios tipos de fungdes e
espacos de medida mais complexos. Neles se baseou a matemética da quantidade em
contraste com a usual matemética numérica. Kaput e Schwartz comecaram por
distinguir dois tipos essenciais de grandezas:

(8 Grandezas extensivas incluem exemplos como 5 milhas, 5 graus (temperatura),

5 graus (angulos) ou 5 servicos (refeicbes). Grandezas extensivas dizem

“quanto” (isto €, a “extensdo”) de uma quantidade esta associada a um dado

objecto.

(b) Grandezas intensivas (ou “por” quantidades) incluem exemplos como 30 milhas
por hora ou 30 dolares por artigo. Grandezas intensivas ndo dizem, “quanto” de
uma dada grandeza em termos absol utos; em vez disso, expressam relacbes entre

uma grandeza e uma unidade de outra grandeza.

Note-se que as grandezas escalares sdo tratadas como tipos especiais de
grandezas intensivas em que as duas grandezas rel acionadas envolvem o0 mesmo tipo de

unidade: por exemplo, 30 dolares por dblar (dinheiro ganho/dinheiro poupado). De
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acordo com Schwartz e Kaput, uma taxa € uma Unica grandeza (intensiva), enquanto
umarazao € uma relacdo entre duas grandezas.

Os pontos de vista de Vergnaud e Schwartz clarificam adequadamente os
assuntos das suas primeiras &reas de interesse mas ambos conduzem a ambiguidades
guando se aplicam a outras areas de interesse. Por exemplo, de acordo com Schwartz e
Kaput, “30 milhas/Shoras’ devem ser consideradas como taxa (grandeza intensiva
tnica) ou como razéo (relagdo entre duas grandezas) ou como quociente (operacdo
envolvendo duas grandezas)? De acordo com Vergnaud, “3 dolares canadianos/ 2
ddlares US’ envolvem duas unidades com uma Unica grandeza (raz&o) ou duas unidades
de medida (taxa)? E “4 quartos/1 ddlar”?

Uma dificuldade associada & perspectiva grega é a necessidade de determinar
guando € que duas unidades de medida s0 0 mesmo. O que acontece se uma grandeza
Unica é usada para medir dois tipos diferentes de quantidades? Por exemplo, na costura,
uma medida de comprimento (p. ex., 3 jardas de pano) descreve uma area; situaces
semelhantes acontecem na culinéria, em carpintaria, na agricultura, etc.. De facto, estes
tipos de situagdes sdo especialmente comuns em ciéncias, onde a medic¢do indirecta de
guantidades basicas é usada com frequéncia, de modo a que a unidade de um tipo de
grandeza sgja usada para medir um segundo tipo de grandeza.

Uma dificuldade fundamental para psicologos e educadores é que o0s
mateméticos raramente se preocupam com o problema de fornecer definicdes rigorosas
gue destacariam muitas caracteristicas das tarefas que sdo significativas do ponto de
vista educacional e psicolégico; isto porque o objectivo de um matematico se focaliza
geramente mais na semelhanca estrutural entre as tarefas do que entre as distingdes
psicolbgicas dessas tarefas. Deste modo, para muitas caracteristicas das tarefas que séo
psicologicamente significativas, ndo existe uma correspondente definicdo “correcta’. A
necessidade de grande concordancia e consisténcia é clara na investigacéo em educacéo
matemética e na instrucdo. O objectivo da préxima seccdo é descrever semelhancas e
diferencas entre taxa, razdo, fraccdo e quociente usando uma linguagem que sga
suficientemente poderosa e consistente, de modo a que:

(& O nosxo modelo de cdlculo, PAT (conhecido “Transformador do Problema’),
possa produzir resultados apropriados para um conjunto razoavelmente grande
de problemas sobre raciocinio proporcional.

(b) As principais distingGes indicadas por investigadores como Freudenthal (1983),
Kaput (1985), Karplus et al. (1983a, 1983b), Noelting (1980a, 198( )h),
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Steefland (1985), Tourniaire & Pulos (1985) e Vergnaud (1983), sejamtidas em

considerac&o.

Para atingir esses objectivos, iremos (1) ampliar a perspectiva de Vergnaud
clarificando quando é que duas unidades de medida séo 0 mesmo ou sdo diferentes e (2)
ampliar a perspectiva de Schwartz, definindo fracgdo, taxa, razéo e quociente de forma a
retirar ambiguidades ra classe de problemas sobre raciocinio proporcional dos manuais
escolares de Matemética e Ciéncias.

Uma breve descricdo da utilidade do PAT (Transformador do Problema). Tendo
em vista as finalidades deste capitulo, o ponto principal para compreender o PAT € que
ele foi projectado para permitir que os alunos “escrevam” (isto €, construam um
dicionario online, que possa ser gradualmente enriquecido) problemas em linguagem
comum como agueles gue existem nos manuais que o PAT entdo transforma quando o
aluno escreve um comando como (1) UNDERLINE, destacando as palavras-chave e os
dados, (2) PARAPHRASE, usando frases simplificadas e informacéo irrelevante, (3)
OUTLINE, usando uma lista de “entradas’ e de “objectivos’, (4) SIMPLIFY,
apresentando o0 mesmo problema com numeros simplificados, (5) GIVE NA
ANALOGY com a mesma estrutura num contexto diferente, (6) SUB-STEP,
identificando uma questéo intermédia baseada num trabalho da frente para tras partindo
dos objectivos para os dados, (8) MODELO, usando versdes electronicas de
conhecimento de manipulagcdo concreta, e (9) ABSTRACT, escrevendo uma equagao
algébrica, fungdo ou expressdo para descrever o problema. Pensamos que as
capacidades rel acionadas com a transformacado requeridas pelo PAT constituem também
importantes indicadores da aptidao de raciocinio proporciona das criangas.

As compreensdes mais criticas necessérias a criagdo de uma ferramenta como o
PAT sdo aguelas que permitiam aos investigadores descrever semelhancas subjacentes a
estrutura dos problemas (num dominio conceptual rico suficientemente simples).

Uma segunda caracteristica relevante do PAT é que as suas habilidades
computacionais sdo semelhantes as do SEMCALC de Schwartz (1983); isto €, PAT ndo
permite que os alunos escrevam expressdes que ndo tenham etiquetas de medida. Por
exemplo, se um estudante escrever “3” (ou 3x ou 3ax), PAT responde perguntando “3
qué?!!” aertando o aluno para a necessidade de escrever (1) quantidade, (2) unidade de
medida e (3) o tipo de grandeza subjacente, por exemplo, “3 milhas (distancia) ou “3
milhas por hora (velocidade) ”.
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Se um aluno escrever “3magas + 2 laranjas’ entdo (1) se o conhecimento de que
macas e laranjas sdo frutos ja existia antes na biblioteca online do PAT, o programa
smplificara a afirmacdo em “5 frutos’, ou (2) se ndo existir informacdo, o PAT
responde perguntando “Qual é a relagdo entre macgas e laranjas?’ (escolha multipla):
Todas as magas sdo laranjas? Todas as laranjas sGo magas? Todas as macas e laranjas
sdo0 {preencher o espaco em branco}. A hiblioteca do PAT € entdo modificado,
incluindo a nova informagdo forrecida pela resposta do aluno.

Quando o PAT esta no “computation mode”, manipula expressdes mateméticas,
que incluem (1) unidades de medida (p. ex., pé, milhas por hora), (2) tipos de grandeza
(p. ex., distancia, velocidade), (3) variaveis (p.ex., X ou Y), (4) constantes literais (p.
ex. a, b, m) e (5) nimeros “puros’.

Fracgéo, taxa, razéo e quociente. Para 0s nossos objectivos, duas unidades de
medida serdo consideradas diferentes sempre que envolvam (1) diferentes conjuntos de
objectos, (2) um tipo diferente de grandeza subjacente (p. ex., distancia, peso, tempo,
etc.), (3) uma diferente unidade de medida ou (4) um esguema diferente de registo dos
numeros (isto €, medidas) para 0s objectos ro espaco. Por exemplo, se as aturas dos
alunos sdo medidas em polegadas e em pés entdo essas medidas serdo considerados em
dois espacos distintos, e a conversdo de uma unidade para outra sera considerada como
direccdo (ou transformagdo ou transacdo) de uma unidade de medida de espaco para
outra.

Tendo em mente a compreensdo precedente, pode-se distinguir fracgdo, taxa,
razéo e quociente segundo aguilo que eles representam (1) Unica grandeza (extensiva ou
intensiva); (2) relacéo entre pares de grandeza, ou (3) operacdo realizada entre os pares
da grandeza. Estas distingdes sdo criticas para um aluno ingénuo como o PAT, porque
as regras para combinar (ou ligar ou adicionar) sdo por vezes um pouco diferentes
dependendo de os “objectos’ operados serem quantidade, relagdes ou operagBes. E
importante que as defini¢cbes que se seguem tenham exigidas para evitar que o PAT
produzisse incoeréncias. O Nosso objectivo é levantar a questdo se os requisitos do PAT
tém implicacfes em futuras implicagdes com criancas. As defini¢bes que se seguem tém
consisténcia necessaria para o PAT, mas ndo necessariamente as que nos defendemos
para o uso gerd.

(8 As fracgOes sdo formas especiais de grandezas extensivas, informam sobre o

tamanho de um anico objecto, por exemplo % de piza.
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(b)

(©

Nota (1) O PAT interpreta efectivamente % piza’ como “3 quartos de piza’

em que “quartos de piza’ é a unidade de medida e 3 unidades a parte do objecto
gue esta a ser medido. Assim “3 quartos — piza” é tratado como “ 3 centimetros”.
(2) Matematicamente, uma quantidade como “3 quartos de piza’ pode ser
representado como um ponto huma recta numeérica, identificado com unidades
de “quartosde piza” (ver Figura4).

As taxas S0 grandezas intensivas, podem ser reconhecidas pelo termo “por”

nas unidades que as identificam, por exemplo, 3 milhas por hora. Taxas

fraccionérias como g milha por hora” podem ser interpretadas simplesmente

como “3 quartos de milha por hora’.

Nota: (1) Alguns autores referem “taxas unitarias’ e “taxas ndo unitarias’.
Contudo, de acordo com a terminologia agui usada (e nos requisitos do PAT),
apenas taxas unitarias podem ser designadas por taxas. Recorde-se que qualquer
divisio de duas grandezas extensivas produz uma taxa unitéria, por

dhamburgueres _ 2habudrgueres ou 30milhas _ 3milhas
2pessoas lpessoa 10horas  1hora

exemplo,

Assim, qualquer comparacdo indicada (%) de duas grandezas pode ser

convertida numa taxa unitéria expressa num modo mais usua “tantos A’spor 1
B” simplesmente procedendo a divisdo indicada. PAT, contudo, esta mais
gjustado com a interpretacdo de taxa sgja restrita a taxa unitaria.

(2) Matematicamente, uma quantidade como “3 milhas por hora’ pode também
ser representada como um ponto numa recta numérica, identificada pelas
unidades “milhas por hora” (ver Figura5).

Razbes sdo relagdes binarias que envolvem pares ordenados de grandezas (quer
sgjam extensivas, intensivas ou do tipo escalar).

Nota. Matematicamente, a relacdo entre duas unidades de medida, P e B, é
usualmente representada usando pares ordenados (ou classes equivalentes de
pares ordenados) numa unidade de medida formada pelo produto — cruzado PxB

(ver Figura6).
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(d) Quocientes sdo operacdes binarias que combinam duas grandezas (extensivas,
intensivas ou escalar) registando-as numa grandeza de uma terceira unidade de
medida.

Nota: (1) Se duas grandezas extensivas sdo orientadas para uma grandeza
intensiva, entdo a operacdo é frequentemente designada por divisdo “partitiva’

3pizas

(p.ex.,, ————
4rapazes

® % piza por rapaz).

(2) Se uma grandeza extensiva e uma grandeza intensiva sdo orientadas para
uma grandeza extensiva, a operacdo é frequentemente designada por diviséo
“por quotas” (p. ex., 3 pizas/(3/4 pizapor rapaz) ® 4 rapazes).

(3) Matematicamente, uma operacao binéria com duas unidades de medida P e B

numa terceira unidade de medida S é usualmente representadacomo P° B em S.

Os quatro tipos de expressdes racionais podem ser observadas nas diferentes
zonas dos diagramas, tal como na Figura 7. Por exemplo: (1) porgue fraccOes e taxas
s80 ambas quantidades, aparecem como eixos relacionados com P, B ou S; (2) porque
razdes sdo relagdes, aparecem como pontos em PxB; e (3) porque quocientes sdo

operagOes, aparecem as “representacbes” dePeB em S.

EACH UNIT REPRESENTS ONE FOURTH-PIZZA

Fig. 4 - .Recta numeérica com unidades de quartos de piza

EACH UNIT REPRESENTS ONE MILE-PER-HOUR

Fig. 5 — Recta numérica com unidade de milhas por hora
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Fig. 6 — Grandeza formada pelo produto cruzado P~ B

Fig. 7 — Representagdo das grandezas P e B numa terceira grandeza S

A um nivel mais elevado de abstraccdo, todos os quatro tipos basicos de
expressdes racionais (fraccdo, taxa, razdo e quociente) podem ser representadas usando
um anico modelo matemédtico, um espaco homogéneo que consiste numa matriz 3x3.
Objectos, relacbes, operacOes e transformacdes podem ser todos representados como
matrizes dentro de um Unico espaco vectorial. De um ponto de vista intuitivo, isto ndo
surpreendente porgue, por exemplo, embora as fracgdes e as taxas se refiram a

grandezas Unicas, ambas podem implicitamente envolver comparacfes entre duas

quantidades. Para fraccoes (p. ex., % de piza), a comparacdo esta escondida dentro de

um “ndmero parcia” de uma expressdo (p. ex., g), engquanto que para as taxas, a

relacdo estd escondida nas “unidades parciais’ da expressdo (p. ex., pizas por rapaz). A
relacdo escondida em 3 quartos de piza existe entre o tamanho da unidade (isto €, um

guarto de piza) e o tamanho do objecto a ser medido (isto &, 3).
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Sob uma perspectiva psicologica, existem perigos nos tipos precedentes de
generalizacdo matemética. N&o nos devemos iludir e acreditar que por causa de ataxa, a
razéo, o quociente e a fraccao serem interpretados como tipos de objectos equivalentes
(num espaco vectoria 3x3), eles sgiam vistos como equivalentes pelos alunos. Por
exemplo, € s6 aum nivel bastante sofisticado de compreensdo que uma taxa como “trés
guartos de milha por hora’ é considerada equivalente a razdo “trés milhas por quatro
horas’.

Operacdes com fraccles, taxas, razbes e quocientes. De acordo com as
definicdes de fracgdo, taxa, razéo e quociente que agui enunciamos, regras um tanto
diferentes se aplicam aos quatro tipos basicos de expressdes racionais quando as
somamos, multiplicando e escrevemos outras que |he $0 equivalentes. Assim, para
terminar este capitulo, serdo dados exemplos para mostrar como 0 PAT trata algumas
destas diferencas numa fase computacional.

Porque fracgoes e taxas sdo quantidades, podem ser adicionadas e multiplicadas
usando regras habituais que se aplicam a formas mas simples de grandezas. Por
exemplo:

(1) Apenas quantidades que tém a mesma unidade de medida podem ser

somadas.
3 magas + 2 magas = 5 macas
3 milhas por hora + 2 milhas por hora =5 milhas por hora

(2) Se duas quantidades tém diferentes unidades de medida que se podem

relacionar, entdo devem ser traduzidas para a mesma unidade de medida

antes de serem somadas.

3 quartos de piza 2 tercos de piza
8% NZ
9 doze avos de piza + 8 doze avos de piza

Note: A aptiddo de transformag&o entre unidades de medida “relacionadas” é
uma capacidade indispensavel nas operaces anteriores.

(3) Asregras para a adicdo ndo tém sentido para a razéo (isto é, pares ordenados

das quantidades). Por exemplo, o que significaria “adicionar” a razéo um %

. ~ 3 . ~ 4
rapaz por piza a uma raz&o 2 rapaz por piza? Dezassete para doze ndo é

uma resposta aceitavel.
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(4) Quantidades com diferentes unidades de medida podem ser multiplicadas
pela regra da multiplicacéo (embora os resultados possam ou néo ter
interpretacOes “ aceitaveis’).

5 homens x 3 horas de trabalho = 15 homens por horas de trabalho
5 milhas por horax 3 horas = 15 milhas

5pésx 3 pés= 15 pés x pés = 15 pés’ = 15 pés quadrados

Nota: Uma grandeza extensiva vezes uma outra grandeza extensiva corresponde
a interpretagdo multiplicativa “produto cruzado” e uma grandeza extensiva vezes uma
grandeza intensiva corresponde & “ adicéo sucessiva’.

Parte do objectivo do uso de um modelo por computador como o PAT é
explicitar certos processos de pensamento que podem ser importantes no pensamento
das criangas, mesmo que estes processos possam somente ser usados implicitamente ou
sem muita reflexao.

S8 as unidades de medida e as transformagbes entre unidades e as
transformagdes entre os varios tipos de expressdes racionais verdadeiramente
importantes como as solugbes do PAT parecem sugerir? Globamente, a nossa
investigagdo sugere que a resposta sgja “sim”; transferéncias entre os varios tipos de
grandezas e as conversdes entre os varios tipos de “expressoes racionais’ (taxa, razéo,
quociente e fraccdo) parecem ser verdadeiros factores psicologicos. A aptiddo dos
alunos para redlizar a “aritmética da unidade de medida’ e de comutala de modo
flexivel de um tipo de expressdo racional para outro, €, no nosso trabalho, indicador
particularmente fidvel da capacidade de resolucdo de problemas do quotidiano.
Suspeitamos que 0 nimero de passos relacionados com a conversao que o PAT da para
resolver um problema € um excelente indicador das situagdes de dificuldade.

As caracteristicas mais importantes da tarefa requeridas pelo PAT para produzir
“problemas semelhantes’ sdo as que estdo directamente relacionadas com os tipos de

unidades e com 0s tipos de expressdes racionais.
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