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Nos currículos de numerosos países surgem, de modo directo ou indirecto, referências à realização de actividades de investigação pelos alunos, na aula de Matemática. Vamos analisar, brevemente, o que dizem sobre o assunto os documentos curriculares dos Estados Unidos da América, Inglaterra e França, detendo-nos um pouco mais em Portugal e no Brasil. Na parte final do capítulo discutimos o modo como o professor pode introduzir actividades de investigação na sua gestão curricular e os recursos que pode mobilizar para a integração sustentada deste tipo de trabalho na sua prática lectiva.

Estados Unidos da América

Diversos documentos publicados nos últimos quinze anos pelo National Council of Teachers of Mathematics (NCTM), indicam a visão desta organização acerca do que os alunos devem aprender na disciplina de Matemática e representam as posições do movimento de reforma da educação matemática na América do Norte.

As Normas para o Currículo e Avaliação da Matemática Escolar identificam cinco objectivos gerais para todos os alunos: (i) aprender a dar valor à Matemática; (ii) adquirir confiança na sua capacidade de fazer Matemática; (iii) tornar-se apto a resolver problemas matemáticos; (iv) aprender a comunicar matematicamente; e (v) aprender a raciocinar matematicamente
. Este documento defende que o grande objectivo do ensino da Matemática é ajudar todos os alunos a desenvolver “poder matemático” e, para isso, os professores devem envolvê-los na formulação e resolução de uma grande diversidade de problemas, na construção de conjecturas e de argumentos, na validação de soluções e na avaliação da plausibilidade das afirmações matemáticas. O documento defende que as boas tarefas são aquelas que não separam o pensamento matemático dos conceitos ou aptidões matemáticas e que apelem para a resolução de problemas, a investigação e exploração de ideias e a formulação, teste e verificação de conjecturas. “Fazer matemática” e “raciocinar matematicamente” são expressões que apontam claramente para a ideia da realização de investigações matemáticas.

As Normas Profissionais são ainda mais explícitas em relação às actividades de investigação quando afirmam que “a verdadeira essência do estudo da Matemática é precisamente uma actividade de exploração, de formulação de conjecturas, de observação e de experimentação”
. Este documento diz também que o “espírito de investigação deve estar presente em todo o ensino e aprendizagem da Matemática”
.

Nos Principles and Standards for School Mathematics, publicados em 2000, o NCTM sublinha a importância de os alunos aprenderem Matemática com compreensão. Este documento indica que são necessárias tarefas adequadas para introduzir ideias matemáticas importantes e para envolver os alunos e desafiá-los intelectualmente:

Tarefas matemáticas bem escolhidas podem atrair a curiosidade dos alunos e puxá-los para a Matemática. As tarefas podem ser ligadas às experiências matemáticas quotidianas dos alunos ou podem surgir em contextos puramente matemáticos. Independentemente do contexto, as tarefas matemáticas válidas devem ser intrigantes, com um nível de desafio que convida à especulação e ao trabalho árduo
.

Em todos estes documentos, o NCTM valoriza tarefas cujas características coincidem com as das tarefas de investigação. Embora o termo “investigação matemática” raramente apareça, a ideia está implicitamente presente na importância que é dada à formulação de problemas, à produção e teste de conjecturas, à argumentação e validação de resultados e ao próprio processo de “pensar matematicamente”.

Inglaterra

Neste país as tarefas de investigação têm uma forte tradição curricular. No início dos anos 80 já se lia em documentos governamentais que “o ensino da Matemática deve incluir oportunidades para trabalho de investigação”
. Em 1988, com a reforma do sistema de avaliação dos alunos com 16 anos de idade, os exames passaram a incluir a realização de um trabalho (designado por coursework), a desenvolver na escola, com um peso de 20 a 60% na nota final. Este trabalho implicava que os alunos realizassem actividades de exploração e investigação, sendo os respectivos resultados apresentados sob a forma de relatórios. A mudança no sistema de avaliação deu a este tipo de actividade um grande peso no processo de ensino-aprendizagem.

O currículo de Matemática de Inglaterra e País de Gales, publicado em 1995, refere que os alunos, entre os 5 e 11 anos, deverão ter “oportunidades de expor a sua linha de raciocínio” e “deverão ser capazes de entender e investigar afirmações gerais assim como investigar casos particulares”
. Para alunos entre os 11 e os 16 anos, o currículo aponta que eles devem ter “oportunidades de usar e aplicar a Matemática em tarefas práticas, em problemas da vida real e em problemas puramente matemáticos; trabalhar em problemas que constituam um desafio; encontrar e considerar diferentes linhas de argumentação matemática”
. De acordo com este currículo, com a realização de tal tipo de trabalho, os alunos deverão ser capazes de:

· Descobrir modos de ultrapassar as dificuldades que apareçam; desenvolver e usar estratégias próprias;

· Seleccionar, experimentar e avaliar uma variedade de abordagens diferentes;

· Identificar a informação em falta e reduzir um problema complexo a um conjunto de pequenos problemas;

· Explicar e justificar como chegaram a uma conclusão;

· Elaborar conjecturas e hipóteses, desenvolver métodos para testá-las e analisar os resultados de modo a verificarem se são ou não válidas;

· Usar o raciocínio matemático, inicialmente para explicar e depois, seguindo uma linha de argumentação, para reconhecer as inconsistências
.

Neste currículo, o termo “problema” surge com mais frequência do que o termo “investigação”, sendo ambos os termos usados, aparentemente, com o mesmo significado. A importância da realização de conjecturas, do raciocínio e da argumentação matemática está claramente evidenciada. Desde que foi publicado, o currículo inglês tem sido sujeito a sucessivas reformulações, mas estas ideias têm continuado sempre presentes. Assim, por exemplo, entre os objectivos para os alunos de 5-7 anos, surge o de colocar questões do tipo “o que acontece se” e “compreender afirmações gerais... e investigar se elas se verificam em casos particulares”
. O sistema de avaliação introduzido em 1988 levou os professores das escolas secundárias a passar a propor aos alunos, com frequência, a investigação de situações matemáticas. Alguns educadores matemáticos, como John Mason e Steve Lerman, têm apontado algumas consequências negativas que resultam deste facto, enquanto que outros, como Kenneth Ruthveen, fazem um balanço mais positivo do alcance desta orientação curricular.

França

O ensino secundário neste país inicia-se com a Classe de Seconde (alunos de 15-16 anos), que faz parte do ensino obrigatório, e prossegue com as Classes de Première e Terminale, divididas em diversos ramos. Os programas em vigor foram estabelecidos entre Abril de 1990 e Maio de 1997. O programa da Classe de Seconde indica ser necessário “habituar os alunos à prática do trabalho científico, desenvolvendo conjuntamente as capacidades de experimentação e de raciocínio, de imaginação e análise crítica”
. A resolução de problemas é indicada como “objectivo essencial”, na sequência do que já vinha acontecendo no chamado Collège, o ciclo de ensino anterior. Orientações idênticas surgem nos programas da Classe de Première e da Classe de Terminale. No que respeita à organização do trabalho na aula, os programas da Classe de Seconde apontam entre os seus objectivos principais:

Habituar os alunos à actividade científica e promover a aquisição de métodos: a aula de Matemática é antes de mais um lugar de descoberta, de exploração de situações, de reflexão e de debate sobre as estratégias seguidas e os resultados obtidos, de síntese que proporcione claramente algumas ideias e métodos essenciais, indicando o respectivo valor
.

Por outro lado, na Classe Terminale, tanto no ramo destinado a alunos de Economia e Ciências Sociais, como no ramo destinado a alunos da área Científica, mantém-se o mesmo espírito, quando se afirma que:

O estudo de situações mais complexas, sob a forma de preparação de actividades na aula ou de problemas a resolver ou a redigir, alimenta o trabalho de investigação, individual ou em equipa, e permite aos alunos avaliar a sua capacidade de mobilizar os seus conhecimentos em diversos sectores
.

Verificamos, deste modo, uma assinalável importância da ideia de investigação, como núcleo central da actividade científica, nos grandes objectivos e orientações dos programas franceses da disciplina de Matemática. Esta importância não se torna, no entanto, muito evidente no corpo dos programas, estruturados essencialmente em torno dos conteúdos matemáticos.

Portugal

Nos Programas de Matemática do 2º e 3º ciclos do ensino básico presentemente em vigor (publicados em 31 de Julho de 1991), encontram-se algumas referências directas ou indirectas a tarefas de natureza investigativa e a desempenhos típicos dos alunos neste tipo de tarefas. Assim, nos programas do 2º ciclo do ensino básico (alunos de 10-12 anos) afirma-se que:

· O estudo do tema Geometria deverá assentar “em actividades que permitam aos alunos manipular, observar, comparar, descobrir, construir, traçar (...) é necessário que o aluno tenha oportunidade de ensaiar, errar, recomeçar, corrigir”;

· Também o estudo do tema Números e Cálculo deverá ter como base a “realização de actividades sugestivas que incentivem os alunos a fazer conjecturas, a querer descobrir, a discutir estratégias...”

· No subcapítulo das orientações metodológicas diz-se que a resolução de problemas “como actividade, estimula o espírito de pesquisa, dando aos alunos oportunidade de observar, experimentar (...) fazer conjecturas, argumentar, concluir e avaliar”
.

Deste modo, embora não se fale em investigações, refere-se várias vezes a importância da formulação de conjecturas, um dos aspectos mais importantes do processo de investigação. Significativo é também o destaque dado à criação do espírito de pesquisa (um termo com um significado muito próximo do de “investigação”), bem como o realce dado à argumentação, discussão, descoberta e avaliação.

Um documento oficial mais recente, o Currículo nacional do ensino básico, indica diversas competências a desenvolver nos alunos, entre as quais se contam: raciocinar matematicamente, procurar regularidades, fazer e testar conjecturas e formular generalizações
. Este documento sublinha as actividades de investigação como uma das experiências de aprendizagem que devem ser regulamente proporcionadas aos alunos.

No Programa de Matemática do ensino secundário (alunos de 15-18 anos), publicado em 1997, surge a seguinte finalidade para esta disciplina: “desenvolver as capacidades de formular e resolver problemas, de comunicar, assim como a memória, o rigor, o espírito crítico e a criatividade”
. No capítulo das orientações metodológicas pode ler–se:

Destaca-se a importância das actividades a seleccionar, as quais deverão contribuir para o desenvolvimento do pensamento científico, levando o aluno a intuir, conjecturar, experimentar, provar, avaliar e ainda o reforço das atitudes de autonomia e de cooperação
 .

O programa refere que o uso de calculadoras gráficas permitirá a “condução de experiências matemáticas, concepção e testagem de conjecturas” e cada aluno deverá realizar “investigação e exploração de várias ligações entre diferentes representações...”. Por outro lado, o uso dos computadores, pelas suas potencialidades permitirá “actividades (...) de exploração e pesquisa...”
. Nas indicações metodológicas surge uma referência explícita a tarefas de investigação: “no estudo das famílias de funções os alunos podem realizar pequenas investigações”
.
Verificamos, assim, que os programas portugueses do ensino secundário fazem referências explícitas à realização de actividades de investigação pelos alunos. Os restantes programas, sem o indicarem com tanta clareza, apontam também para a importância dos processos matemáticos associados à realização deste tipo de tarefas.

Brasil

Os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCN), publicados em 1998, dão uma significativa importância à realização de actividades de investigação e pesquisa no ensino e na aprendizagem das Matemática, em estreita associação com a resolução de problemas. Assim, entre os objectivos gerais indicados para o ensino fundamental surge o desenvolvimento do “espírito de investigação” e “da capacidade para resolver problemas”, sublinhando-se, igualmente, a importância dos alunos serem capazes de “argumentar sobre suas conjecturas”
.

Os PCN apoiam-se numa discussão sobre o conhecimento matemático, que é apresentado como resultado de uma construção humana, em interacção com os contextos natural, social e cultural. O documento sublinha a importância de processos heurísticos, da criatividade e do sentido estético na criação do conhecimento matemático. Pondo em paralelo o carácter indutivo e dedutivo da Matemática, indica que “as conjecturas e teorias matemáticas são formuladas [a] partir da observação de casos particulares”
.

As actividades de investigação e de pesquisa surgem aqui na perspectiva da Matemática como contexto de trabalho e também na sua utilização em contextos diversos, relativos a outras áreas e a temas transversais. Vejamos, primeiro, os aspectos especificamente matemáticos. Ao analisar o contributo das novas tecnologias para o ensino e aprendizagem desta disciplina, os PCN indicam que estas possibilitam “o desenvolvimento, nos alunos, de um crescente interesse pela realização de projetos e atividades de investigação e exploração como parte fundamental de sua aprendizagem”
. Indicam também que “a calculadora favorece a busca e percepção de regularidades matemáticas e o desenvolvimento de estratégias de resolução de situações-problema pois ela estimula a descoberta de estratégias e a investigação de hipóteses uma vez que os alunos ganham tempo na execução dos cálculos”
. Apresentam, ainda, um exemplo concreto de uma situação exploratória e de investigação – a divisão sucessiva de um número por 2. Referências à realização de actividades de investigação surgem a propósito dos mais diversos tópicos matemáticos, tanto no 3º como no 4º ciclos
:

· Grandezas e medidas – “manuseio de instrumentos de medidas que permitam aos alunos fazer conjecturas sobre algumas propriedades dessas figuras...”
.

· Espaço e forma – “o estudo de conteúdos do bloco Espaço e Forma tem como ponto de partida a análise de figuras pelas observações, manuseios e construções que permitam fazer conjecturas e identificar propriedades”
.

· Grandezas e medidas – “muitas actividades que envolvem a questão do tempo podem interessar os alunos, como (...) pesquisa sobre o funcionamento e construção de um relógio solar...”
.

· Cálculo – “o uso da calculadora facilitará e estimulará a investigação...”
.

· Espaço e forma – “as principais funções do desenho são visualizar (...) ajudar a provar, ajudar a fazer conjecturas (...)”
.

· Espaço e forma – “as observações do material concreto [devem ser] elementos desencadeadores de conjecturas e processo que levem a justificativas mais formais”
.

· Tratamento de informação – “nos ciclos finais, a noção de probabilidade continua a ser explorada de maneira informal, por meio de investigações...”
.

Nos PCN, as actividades de investigação surgem em associação estreita com a resolução de problemas, entendida como “eixo organizador do processo de ensino e aprendizagem da Matemática”. Refere-se que “a situação problema é o ponto de partida da actividade matemática (...) Conceitos, ideias e métodos matemáticos devem ser abordados mediante a exploração de problemas” e sublinha-se que o aluno deve “ser estimulado a questionar a sua própria resposta, a questionar o problema, a transformar um dado problema numa fonte de novos problemas, a formular problemas a partir de determinadas informações, a analisar problemas abertos – que admitem diferentes respostas em função de certas condições”
.

A realização de pesquisas merece igualmente grande destaque em relação com os temas transversais e no ponto respeitante ao tratamento de informação, que envolve, sobretudo, conceitos de Estatística. Neste ponto, a ideia de realização de pesquisas pelos alunos é um tema central. Por exemplo, nas orientações relativas ao 3º ciclo, pode ler‑se:

O tratamento de informação pode ser aprofundado neste ciclo pois os alunos têm melhores condições de desenvolver pesquisas sobre sua própria realidade e interpretá-la, utilizando gráficos e algumas medidas estatísticas. As pesquisas sobre Saúde, Meio Ambiente, Trabalho e Consumo, etc., poderão fornecer contextos em que os conceitos e procedimentos ganham significados
.

Os PCN valorizam assim o papel da Matemática no estudo de diversos temas transversais. Por exemplo, no estudo do tema “Trabalho e consumo” afirmam que “situações ligadas ao tema do trabalho podem se tornar contextos interessantes a serem explorados em sala de aula: o estudo de causas que determinam o aumento/diminuição de empregos; pesquisa sobre oferta/procura de emprego...
. Indicam com ênfase que as pesquisas a realizar devem “ter interesse para os alunos...” e salientam a importância das fases de elaboração das questões, análise das medidas estatísticas e comunicação de resultados
.

Podemos dizer que no currículo brasileiro as actividades de investigação e exploração merecem um grande destaque, tanto no estudo dos conteúdos matemáticos respeitantes aos Números, Grandezas e Medidas, Geometria e Probabilidades como na sua utilização em contextos da vida real, em estreita associação com a Estatística e a Análise de dados.

Verificamos, assim, uma forte presença da perspectiva investigativa nos currículos de Matemática e nos documentos programáticos de diversos países. Esta perspectiva, está presente, nuns casos de modo mais explícito e noutros de modo mais difuso. Um caso bem explícito é o do programa francês, quando sublinha a importância de habituar os alunos à actividade científica, com referência clara ao processo de descoberta. O currículo inglês, muito sóbrio nas suas grandes orientações, não deixa de incluir aspectos directamente relacionados com o trabalho investigativo na secção Using and Applying Mathematics. Os programas portugueses do ensino básico são pouco explícitos relativamente a este tipo de trabalho mas, em contrapartida, os programas do ensino secundário sublinham claramente a sua importância. Finalmente, os Parâmetros Curriculares Brasileiros são muito claros quanto ao papel-chave que atribuem a este tipo de actividade, tanto nos seus objectivos gerais como nas orientações específicas respeitantes aos diversos conteúdos.

As investigações e a gestão curricular
Os documentos curriculares constituem um guia para a prática de ensino do professor. Tendo em conta os objectivos e orientações indicadas nesses documentos, o tempo disponível e as características e interesses dos seus alunos, cabe-lhe fazer a gestão curricular, decidindo as tarefas a propor, os aspectos a que quer dar mais ênfase e o modo como pretende organizar o trabalho dos alunos.

Como vimos ao longo deste livro, o professor pode desafiar os seus alunos a realizar investigações e explorações matemáticas. No entanto, terá também de promover a realização de outras actividades como exercícios, problemas e projectos. Embora existam exemplos prototípicos de cada um destes tipos de tarefas, na prática as distinções nem sempre são fáceis de fazer. A natureza da tarefa depende muito do modo como esta é entendida e aceite pelo aluno e o próprio desenvolvimento do trabalho tem, muitas vezes, um efeito transformador. Uma tarefa que é proposta como um simples exercício, de repente, a partir de uma questão levantada por um aluno, pode tornar-se numa exploração, do mesmo modo que um projecto pode degenerar na realização de umas tantas rotinas repetitivas decalcadas de um manual ou de um exemplo já realizado.

O grande objectivo de promover o desenvolvimento de um espírito investigativo nos alunos pode ser atingido de diversas maneiras. Na maioria dos exemplos apresentados neste livro, o professor tinha planeada à partida uma tarefa com um enunciado cuidadosamente elaborado, ainda que variando no seu grau de abertura. No entanto, existem situações em que o processo investigativo pode desencadear-se a partir de questões que os próprios alunos colocam com base no trabalho que está a ser realizado ou que são suscitadas pelo professor. Esses momentos levantam dificuldades adicionais ao professor pela imprevisibilidade da direcção que as explorações podem tomar. No entanto, esses momentos podem ser extremamente ricos em termos de aprendizagem, na medida em que correspondem a questões genuínas resultantes da actividade e do questionamento do aluno. Esta forma de promover práticas de investigação, sem estabelecer uma linha de demarcação explícita entre estas e outras actividades, surge como a mais natural para o aluno, não o levando a olhar para as investigações como algo à parte na Matemática escolar. Deste modo, a atitude investigativa é algo que se fomenta continuamente nas aulas.

Há outras situações em que, pelo contrário, o professor pretende marcar, de forma inequívoca, que propõe a realização de uma tarefa de investigação e, como tal, planeia uma ou mais aulas para esse fim. Um aspecto a ter em atenção, quando se programa a realização de uma investigação deste tipo, é o estabelecimento de uma ligação estreita com os temas do currículo, por exemplo, facilitando uma maior familiariazação e consolidação dos conceitos matemáticos por parte dos alunos. A este respeito, recordemos a tarefa “Explorações com números”, apresentada no capítulo 2, através da qual os alunos recordaram vários conceitos matemáticos (múltiplos, potências, quadrados perfeitos, números primos, soma de números pares e ímpares, divisão inteira, raízes quadradas, raízes cúbicas...) e estabeleceram novas relações entre eles. A riqueza de explorações que as investigações proporcionam facilita o estabelecimento de conexões entre temas matemáticos, aspecto que, por vezes, é descurado na prática devido a dificuldades de concretização.

Muitas tarefas favorecem caminhos divergentes, permitindo explorações com diferentes graus de profundidade e, consequentemente, podem ser trabalhadas em vários anos de escolaridade e por alunos com níveis de desempenho muito diferenciados. A par destas características, que facilitam a sua integração curricular, há a considerar que muitas vezes os pré-requisitos necessários para a realização de uma tarefa de investigação são bem mais reduzidos do que o que se pode supor, como se observa em muitos dos exemplos anteriormente apresentados.

Alguns professores têm tentado implementar, de uma forma mais sistemática, as tarefas de investigação nas suas aulas, por exemplo, adoptando uma abordagem de tipo investigativo ao longo de uma ou mais unidades didácticas ou mesmo de um ano lectivo
. Nessa situação, é importante que o professor possa antecipar algumas das explorações que cada tarefa pode gerar por forma a planificar, ainda que de um modo bastante flexível, a sequência dos temas a abordar e das propostas a apresentar à turma.

A realização de investigações na aula de Matemática implica que menos tempo seja destinado para outras actividades. Ora o tempo é um factor que todo o professor tem de ponderar na sua prática, exigindo a tomada de decisões. Face aos objectivos que se propõe atingir com os seus alunos, ele, melhor do que ninguém, pode decidir o que fazer. A realização de uma investigação requer sempre um certo tempo, mas o que se gasta nas primeiras experiências de investigação e nas primeiras ocasiões em que se procura discutir os resultados obtidos, pode ser recuperado mais tarde porque os alunos já estão mais à vontade com este tipo de actividade, sabendo aquilo que se espera deles. Além disso, o trabalho efectuado no âmbito de uma investigação, em torno de determinado conteúdo matemático, pode revelar-se de tal forma produtivo que o professor já não vê a necessidade de voltar a trabalhá-lo, ganhando assim tempo para dedicar a outro assunto.

É natural que, nas primeiras tentativas, o professor comece por recorrer a tarefas já construídas, utilizando-as nessa forma ou fazendo pequenas adaptações. Depois de algumas experiências, é provável que comece a ganhar confiança para ser ele próprio a pensar nas situações a propor aos seus alunos. O trabalho colaborativo com outros professores é um contexto muito favorável para a experimentação de novas práticas de ensino possibilitando o confronto de ideias e experiências. É também uma situação que ajuda o professor a desenvolver confiança nas tarefas a apresentar aos seus alunos, uma vez que estas podem ser antecipadamente discutidas no grupo. Além disso, como o sucesso no ensino nunca é garantido, um grupo de colaboração pode ajudar a reflectir sobre as dificuldades e os insucessos. Como refere o sociólogo canadense Andy Hargreaves, a colaboração “ajuda as pessoas a suportar os fracassos e frustrações que acompanham a mudança nos seus estádios iniciais e que, de outra maneira, a poderiam enfraquecer ou contrariar”
. Essa rede de apoio pode ajudar o professor a encarar a experiência com as investigações matemáticas como um processo de aprendizagem e desenvolvimento profissional.

A realização de investigações matemáticas, pelo aluno, pode contribuir de modo significativo para a sua aprendizagem da Matemática e para desenvolver o gosto por esta disciplina. Também o professor pode desenvolver uma atitude investigativa em relação à Matemática e em relação à sua prática. Ao envolver-se, ele próprio, a investigar situações matemáticas, o professor pode desenvolver ideias para propor aos alunos. É, também, a melhor garantia de que será capaz de dar uma boa sequência a uma questão inesperada de um aluno. Além disso, a realização de investigações em torno da sua prática profissional é uma actividade natural para um professor que pretende lidar de modo consistente e aprofundado com os problemas que surgem, constantemente, no seu trabalho. Em qualquer dos casos, a investigação surge como um poderoso meio de construção do conhecimento, que não dispensa, no entanto, o estudo, o reconhecimento do que já foi feito por outros, a identificação dos recursos que podem facilitar o trabalho, a aprendizagem das técnicas e dos meios de expressão próprios do nosso campo de trabalho e a interacção com os outros em comunidades de discurso e aprendizagem.
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