Objectivos


Com o estudo deste Capítulo pretende-se que:


•	conheça a importância do processo básico de representar como suporte para os restantes processos matemáticos;


•	conheça o papel dos processos de relacionar e operar;


•	saiba qual a importância da resolução de problemas e das investigações neste nível de ensino, bem como o modo de inserir estas actividades no ensino-aprendizagem;


•	conheça o papel da comunicação, como processo fundamental nas mais diversas etapas do ensino-aprendizagem. 





Resumo


A Matemática caracteriza-se não só por lidar com certos tipos de objectos, mas também por envolver determinados processos de raciocínio, de comunicação e de trabalho. Neste Capítulo damos especial atenção aos processos matemáticos de representar, relacionar, resolver problemas, investigar e comunicar que desempenham um papel fundamental neste nível de ensino.


O domínio destes processos é fundamental para atingir os objectivos curriculares. A sua aprendizagem faz-se no decurso do trabalho em números e operações, cassificação e ordenação, record de grandezas, em actividades de organização e análise de dados, sendo fundamental que o professor dedique certos momentos a discutir com os alunos quais os melhores processos para realizar cada tarefa.


�
3.1  Introdução


O ensino-aprendizagem da Matemática envolve numerosos conceitos, alguns dos quais abordamos ao longo deste livro. No entanto, a actividade matemática, para além dos conceitos, envolve igualmente numerosos processos.


Por exemplo, calcular (nos níveis mais elementares) e demonstrar (nos níveis mais avançados) são processos que desde há muito gozam de um estatuto importante no ensino. Mas o desenvolvimento do saber matemático nos alunos exige uma grande atenção a outros processos que constituem igualmente elementos essenciais da prática matemática e da sua aplicação a situações dos mais variados domínios.


Neste Capítulo iremos referir alguns destes processos, que consideramos de especial importância para os alunos deste nível. Para esse fim, eles serão agrupados em quatro grandes grupos:


•	Representar, que inclui compreender e usar símbolos, convenções, gráficos, etc.;


•	Relacionar e operar, que inclui calcular e deduzir, dois dos processos matemáticos mais característicos, bem como relacionar ideias matemáticas diversas e interpretar ideias matemáticas em situações do dia-a-dia;


•	Resolver problemas e investigar situações matemáticas e extra-matemáticas;


•	Comunicar, recorrendo a diferentes linguagens e suportes.





3.2  Representar


3.2.1  A representação das ideias matemáticas


Um dos processos fundamentais da Matemática é representar. O modo como as ideias matemáticas são representadas tem uma influência profunda na forma como elas são compreendidas e usadas. Consideremos, por exemplo, a multiplicação dos seguintes números:


MDCCLXXXIX e MCMLXXIV


Fazer esta multiplicação em numeração romana não é tarefa fácil. No entanto, multiplicar 1789 por 1974, embora envolva um cálculo moroso, não coloca dificuldades de maior. A questão é mesmo resolvida em poucos segundos se pudermos usar uma calculadora.


Na verdade, as formas de representação da Matemática – entre as quais se inclui o uso de símbolos para representar ideias matemáticas – constituem um empreendimento humano de extraordinário alcance. As representações matemáticas têm sido aperfeiçoadas ao longo da história. A sua compreensão por parte dos alunos, bem como das ideias que elas representam, proporciona-lhes um conjunto de ferramentas fundamentais para pensar matematicamente.


Deve ter-se presente que palavra “representação”, como muitas outras, tem diversos significados. Refere-se tanto ao processo de representar como ao respectivo produto. Além disso, aplica-se tanto a processos e produtos observáveis como a processos e produtos que ocorrem internamente na mente das pessoas�.


Uma representação, em particular um símbolo, representa sempre alguma coisa, um objecto ou uma situação. Sem saber o significado do que está a ser representado, ela é incompreensível. A representação permite ignorar aspectos do objecto original que não são necessários para o seu estudo. É mais fácil operar com as representações do que com os próprios objectos. Além disso, o simples facto de se saber que um dado objecto tem uma certa representação dá logo alguma informação sobre ele.


Podemos ter representações convencionais ou não convencionais das ideias matemáticas. A existência de representações partilhadas por todos, é essencial para que possa haver comunicação. Por isso, é importante que os alunos aprendam as formas convencionais de representação.


Existem diversas formas de representação dos conceitos e ideias matemáticas. No 1º ciclo desempenham um papel importante as seguintes linguagens e representações (Figura 2)�:


•	A linguagem oral e escrita;


•	Representações simbólicas — como os algarismos (ou dígitos), os sinais das operações e o sinal de igual;


•	Representações icónicas — incluindo figuras, gráficos e diagramas;


•	Representações activas — objectos usados ou não deliberadamente como material didáctico.
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Três, Um mais um mais um, Metade de seis


Figura 2 - Representações simbólicas, icónicas e em língua natural para o número três





A língua materna é o suporte de todo o pensamento, incluindo o pensamento matemático. Falaremos mais pormenorizadamente sobre o seu papel a propósito dos processos de comunicação matemática (secção 3.5) e da comunicação na aula de Matemática (secção 6.3).


Diversos tipos de objectos podem ser também usados para representar ideias matemáticas – incluindo objectos de uso corrente e objectos especificamente concebidos como material didáctico. Falaremos do uso de materiais no ensino da Matemática no ponto 6.2.2 e em cada um dos Capítulos dedicados a temas específicos.


As representações pictoriais desempenham também um papel importante na representação de ideias matemáticas. A Geometria, por exemplo, começa por considerar figuras como o quadrado, rectângulo, triângulo. Em Estatística usam-se gráficos de barras e pictogramas. Em muitos outros domínios da Matemática usam-se esquemas e diagramas.


 A linguagem simbólica da Matemática envolve símbolos, que designam conceitos. Mas como toda a linguagem, envolve também um conjunto de regras cujo conhecimento é fundamental para a respectiva compreensão. Essas regras incluem as convenções (como a ordem das operações nas expressões numéricas e o uso de parêntesis) e os esquemas de organização (como as tabuadas, os esquemas para a realização de algoritmos de operações aritméticas e as tabelas).


As novas tecnologias proporcionam novas formas de representação matemática. Elas mudam o modo como os alunos usam as formas convencionais de representação em Matemática e alargam o conjunto das representações com que eles podem trabalhar – por exemplo, em Geometria e em Estatística.


Os símbolos da Matemática são convencionais. Por vezes, para o mesmo conceito, usam-se representações diferentes de país para país�. Na verdade, todos os símbolos que se usam correntemente em Matemática têm uma história e o seu significado original pode ter pouco ter a ver com o seu significado no presente para os alunos de uma dada classe�. É de notar que as representações matemáticas, sendo convencionais, não são arbitrárias, havendo representações mais apropriadas para certos fins do que outras.





3.2.2  O uso de representações na sala de aula


Os alunos podem representar as suas ideias matemáticas de muitas maneiras. Para além das formas convencionais, podem usar materiais manipuláveis, os dedos, a língua natural, desenhos e diagramas. Através do uso de todas estas representações, desenvolvem as suas imagens mentais das ideias matemáticas. 


Os símbolos orais ou escritos usados pelos alunos para representar os objectos com que trabalham devem ser comparados com os símbolos convencionais da Matemática. As discussões sobre as vantagens e desvantagens de uma representação são muito úteis para aprofundar as noções envolvidas. Por exemplo, é melhor escrever uma operação “de pé” ou “deitada”? 


35


x 4�



35 x 4 =�
�



Isso depende do objectivo. Para encontrar o resultado, usando o algoritmo conhecido da multiplicação, a conta “em pé” facilita o trabalho. Mas se pudermos fazer a operação mentalmente, será mais fácil usar a escrita “deitada”.


Os símbolos usados no 1º ciclo, em Matemática, devem limitar-se aos que são úteis para o trabalho e a comunicação entre os alunos. Não há vantagem em introduzir símbolos em excesso�.


Algumas formas de representação, como expressões numéricas e outras expressões simbólicas, figuras, gráficos e diagramas são desde há muito usadas na Matemática escolar e a sua aprendizagem faz parte dos objectivos curriculares (Quadro III). Estas representações não constituem, no entanto, um fim em si mesmas. De facto, elas são úteis na medida em que apoiam:


•	a compreensão pelos alunos dos conceitos e relações matemáticas;


•	a comunicação das ideias matemáticas aos outros;


•	a aplicação das ideias matemáticas a situações problemáticas dentro e fora da Matemática.





Quadro III - Objectivos curriculares relativos à representação


Os programas de Matemática devem dar ênfase às representações para promover a compreensão da Matemática de modo a que todos os alunos:


•	criem e usem representações para organizar, registar e comunicar ideias matemáticas;


•	desenvolvam um repertório de representações matemáticas que possam ser usadas de modo flexível e apropriado na resolução de tarefas concretas;


•	usem representações para modelar e interpretar fenómenos físicos, sociais e matemáticos.


NCTM (1998, p. 94)





3.2.3  A aprendizagem das representações


As representações matemáticas, em regra, demoram muitos séculos a desenvolver-se. Por exemplo, o sistema de numeração de base dez que utilizamos com toda a naturalidade demorou muitos séculos a evoluir até atingir a sua forma actual�. Este lento desenvolvimento mostra que estas representações são produto de um longo desenvolvimento cultural. 


O facto de interiorizarmos profundamente as representações com que lidamos no dia-a-dia tende a obscurecer o longo e difícil processo que envolveu o seu desenvolvimento e a grande quantidade de trabalho necessário para a sua compreensão. Por exemplo, o sistema decimal de numeração é uma representação extremamente elaborada e não é de admirar que os alunos sintam muitas dificuldades na sua aprendizagem, que precisa de tempo.


As representações matemáticas existem normalmente associadas a diversos tipos de situações e ligadas a certos conceitos matemáticos. A compreensão de uma representação implica conhecer a sua ligação com essas ideias matemáticas, saber as circunstâncias a que se aplica, e saber como é que a representação pode ser usada ao serviço de certos objectivos.


As representações construídas pelos próprios alunos podem desempenhar um papel importante na sua compreensão das ideias matemáticas. Embora estas representações sejam habitualmente pouco precisas e muito particulares, elas tendem a ser valiosas na medida em que apoiam a compreensão e solução de problemas, fornecem formas significativas de registo de um método ou de uma solução e fornecem um ponto de partida a partir do qual os alunos podem desenvolver uma apreciação de outras representações. As representações usadas pelos alunos dão preciosas indicações acerca do seu modo de pensar. O professor pode usar esta informação para estabelecer ligações entre as formas de representação dos alunos e as formas de representação usuais na Matemática.


Os professores precisam de prestar atenção ao que os alunos dizem e escrevem, observá-los quando trabalham em Matemática e reflectir sobre o que vêm. Desse modo podem ficar com uma imagem mais clara do que os alunos compreendem e do estado de desenvolvimento das suas ideias matemáticas. Esta informação é fundamental para o professor planear o seu trabalho.


O professor tem de estar atento ao facto que qualquer representação pode ser interpretada de diversas maneiras. Não deve assumir que um aluno interpreta uma expressão do mesmo modo do que ele. É sua responsabilidade assegurar que os alunos desenvolvem à vontade no uso de diferentes representações de modos consistentes com os socialmente aceites.





3.2.4  Diferentes representações de um mesmo conceito


Representar números de diferentes maneiras fornece vários modos de pensar acerca deles e de explorar as suas propriedades. Por exemplo, uma classe do 3º ano de escolaridade trabalhou em conjunto para gerar diferentes formas de representar o número 36 (Figura 3)





3 dúzias		6 5 6			2 5 2 5 3 5 3





3 dez e um 6			7 5 5 + 1		dobro de 18





35 + 1			100 - 74			metade de 72


	�		�





Figura 3 — Modos de representar 36 (adaptado de NCTM, 1998)





Cada uma destas representações pode ser útil para propósitos diferentes. Decompor o número em dezenas e unidades torna mais fácil a sua adição com outros números. Considerar 36 como um quadrado pode ser útil para ter uma noção do que é a área de uma sala.


Cada uma das representações de um conceito muitas vezes ilustra um aspecto desse conceito. Um exemplo importante é dado pelas fracções (Figura 4).





�Figura 4 — Diversas representações da fracção 3/4 (adaptado de NCTM, 1998)





Os alunos precisam, assim, de desenvolver o seu repertório de representações, que devem incluir as representações convencionais da Matemática e outras com as quais eles próprios se sintam confiantes a trabalhar. É particularmente importante que os alunos sejam capazes de se mover flexivelmente de umas representações para as outras.





3.3  Relacionar e operar


São vários os processos que implicam relacionar e operar com conceitos e com as suas representações matemáticas. Neste ponto consideramos alguns dos processos que assumem particular importância no 1º ciclo da educação básica.





3.3.1  Classificar e ordenar


Dois processos matemáticos fundamentais neste nível de ensino são classificar e ordenar (ou seriar�). No nível pré-escolar é dada grande atenção a estes processos, mas eles merecem igualmente uma referência destacada no programa de Matemática do 1º ciclo, no quadro das chamadas “actividades recorrentes” (Quadro IV). De acordo com este programa, “estas actividades deverão decorrer de observações e manipulações concretas e de experiências de exploração e interacção e estar presentes com frequência ao longo dos quatro anos deste ciclo, embora variando o grau de complexidade” (Ministério da Educação, 1990, p. 131).





Quadro IV — Actividades recorrentes


Na abordagem de vários tópicos de todos os capítulos as crianças deverão realizar actividades que lhes permitam:


•	reconhecer propriedades num objecto;


•	comparar propriedades de diferentes objectos


•	reconhecer uma propriedade comum a vários objectos


•	escolher um critério de classificação;


•	descobrir o critério usado numa classificação;


•	agrupar objectos segundo um critério estabelecido;


•	reconhecer se um objecto pertence ou não a um dado agrupamento;


•	descobrir propriedades comuns aos elementos de um agrupamento;


•	ordenar objectos segundo um critério dado ou escolhido pelo aluno;


•	descobrir o critério utilizado numa dada ordenação;


•	estabelecer relações de diferentes tipos: entre objectos; entre factos; entre acções;


•	hierarquizar factos e relações;


•	prever o resultado possível de uma acção ou acontecimento.


(Ministério de Educação, 1990, p. 131)





Classificar é incluir ou não um objecto num determinado conjunto. Os alunos devem ser capazes de classificar os objectos pelas suas propriedades. Devem também ser capazes de reconhecer que, por vezes, é possível classificá-los de diversas maneiras, conforme as propriedades que se usam para esse fim�.


Por exemplo, os objectos da Figura 5 podem ser classificados pela sua forma, e obtemos três grupos – os quadrados, as cruzes e os círculos – ou podem ser classificados pelo seu tamanho, e obtemos dois grupos – os “grandes” e os “pequenos”�.
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Figura 5 – Objectos que podem ser classificados de diversas maneiras





Podem surgir dificuldades de classificação pela identificação imperfeita das categorias em que os objectos devem ser classificados ou pela má apreciação das propriedades dos objectos a classificar. Mas, por vezes, o que parecem classificações incorrectas, são apenas classificações alternativas, em que dois interlocutores usam propriedades diferentes para classificar os mesmos objectos.


Por outro lado, ordenar é dispor um dado conjunto de objectos numa ordem que respeita a uma determinada qualidade, qualidade essa que admite diversos graus de efectividade. Certas qualidades não se prestam à ordenação, mas apenas à classificação: por exemplo, ser ou não algarvio, ser ou não líquido, ser ou não verde�.


A forma mais elementar de ordenação envolve apenas dois objectos. Numa segunda fase, a criança já consegue ordenar três objectos, indicando o que tem mais, menos e o “do meio”. Numa terceira fase consegue ordenar mais do que três objectos usando um processo de comparação dois e dois. Finalmente, numa quarta fase a criança consegue ordenar um número de objectos qualquer usando um processo sistemático�.


Classificar e ordenar são processos matemáticos que servem de base a muitos outros. O professor deve ser capaz de diagnosticar as tarefas que os alunos conseguem realizar e as que lhes causam dificuldades e propor-lhes tarefas que os ajudem a desenvolver estas importantes capacidades.


 


3.3.2  Calcular


O cálculo numérico é um aspecto importante da Matemática no 1º ciclo�. Calcular é lidar com certos símbolos – que representam conceitos matemáticos – transformando-os noutros símbolos de acordo com determinadas regras. Por vezes, os problemas matemáticos são tipificáveis e podem ser resolvidos de modo padronizado. Nestes casos há toda a vantagem em criar um “cálculo” que mecanize a respectiva resolução, em vez de procurar resolver cada problema por sua vez. É isso que faz o cálculo aritmético, que se torna assim num importante instrumento para a resolução de problemas. 


O cálculo envolve sempre três coisas: (i) um ou mais objectos de partida, (ii) uma operação, (iii) e um resultado final. Certos cálculos são imediatos, ou seja, sabendo qual o valor ou os valores dados e a operação a realizar, podemos dizer logo qual é o respectivo resultado. Outros cálculos exigem um certo número de passos, tornando necessário o uso de um instrumento ou um modo de registo auxiliar�.


Um cálculo aritmético pode ser executado de três maneiras basicamente diferentes: mentalmente, por escrito ou com recurso a uma calculadora. O cálculo mental é todo realizado na nossa cabeça. É uma competência extremamente importante, pois serve de base a diversas outras capacidades como a capacidade de estimação. O cálculo escrito é realizado com a ajuda de papel e lápis e tem tido um papel central no ensino da Matemática. Finalmente, o surgimento da calculadora de bolso, como objecto de grande consumo, veio facilitar extraordinariamente a realização de todo o tipo de cálculos aritméticos.


Quando um cálculo exige a realização de um grande número de passos, usamos um algoritmo. Um algoritmo é assim uma sequência de passos que se segue com vista a obtenção de um certo objectivo. Os algoritmos permitem “mecanizar” certas operações, muito utilizadas, com uma grande economia de pensamento. Em cada momento, não é preciso pensar muito sobre o que fazer a seguir, basta seguir os passos pré-determinados. Existem numerosos algoritmos em Matemática�. No 1º ciclo os alunos contactam com os algoritmos das operações aritméticas básicas. 


Executar um algoritmo envolve saber quais os dados que se têm de fornecer e qual a sequência de passos a dar com vista a obter o resultado pretendido. Os algoritmos são úteis na medida em que permitem resolver problemas. Mas uma vez terminado o algoritmo é preciso interpretar o resultado obtido e verificar se ele constitui uma solução adequada para o problema proposto�.


Não faz sentido tentar ensinar a um aluno um algoritmo de uma operação quando ele ainda não compreendeu o significado dessa operação como conceito matemático. Além disso, as competências matemáticas envolvem muitos aspectos que nada têm a ver com os algoritmos. Por isso, é errado centrar todo o ensino da Matemática nos algoritmos de cálculo.


Os alunos devem ser capazes de saber optar pelo processo mais eficaz para resolver cada problema — cálculo mental, cálculo aritmético com papel de lápis, calculadora, elaboração de um esquema, etc. Em geral, o método que conhecemos é para nós o mais fácil, mesmo que para os outros pareça longo e complicado.


As calculadoras ajudam-nos a efectuar os cálculos com mais exactidão e mais depressa do que quando recorremos ao papel e lápis. No entanto, há que saber usá-las de modo a avaliar com espírito crítico os resultados obtidos.


É de notar que no programa do 1º ciclo português, nem as operações aritméticas nem os algoritmos de cálculo constituem o aspecto central da Matemática. O essencial é a resolução de problemas, processo que abordaremos mais adiante.





3.3.3  Estabelecer relações


Estabelecer relações entre conceitos matemáticos é um processo que comporta numerosas modalidades. Falaremos em especial da generalização e da particularização.


Generalizar é um processo muito poderoso e muito usado em Matemática. Na sua forma mais simples, corresponde a atribuir a um conjunto alargado de objectos as propriedades de um dado objecto. Mas generalizar também pode ser identificar propriedades comuns em diversos objectos ou induzir propriedades gerais a partir de aspectos específicos (Matos e Serrazina, 1996). 


Uma generalização pode ser correcta ou incorrecta. Por exemplo, os alunos sabem que 4 + 7 = 7 + 4 (propriedade comutativa da adição). A partir daqui, se pensarem que 7 ¥ 4 = 4 ¥ 7, fizeram uma generalização correcta, pois a multiplicação também goza da propriedade comutativa. Se pensarem que 7 – 4 = 4 – 7, fizeram um generalização incorrecta, pois esta propriedade não se verifica para a subtracção.


Vejamos ainda outro exemplo. Os alunos sabem o que é a média entre dois números. Sabem que, se uma pessoa conseguiu 20 pontos numa prova e 30 pontos noutra prova, teve uma média de 25 pontos no conjunto das duas provas. O conceito de média pode ser generalizado para mais de dois números. O processo de cálculo é basicamente o mesmo: somam-se os números dados e divide-se pelo número de elementos. O significado desta média generalizada é também basicamente semelhante, fornecendo uma ideia aproximada sobre os números dados�.


Um outro processo matemático importante é particularizar, ou seja, considerar casos particulares. De algum modo, é o oposto de generalizar. Trata-se de procurar um caso concreto de um objecto ou situação que verifique uma dada condição. Por exemplo, consideremos a afirmação “Todos os múltiplos de 6 são múltiplos de 2”. Uma maneira de testar a sua veracidade é particularizar para alguns casos: 6 é múltiplo de 2? 12 é múltiplo de 2?… A particularização é um processo matemático extremamente usado, nomeadamente em Geometria. Para raciocinarmos sobre triângulos, quadrados, rectângulos, etc., a primeira coisa a fazer é desenhar uma destas figuras — ou seja, um caso particular.


Para além de generalizar e particularizar, vários outros processos de estabelecer relações são igualmente usados em Matemática. É o caso, por exemplo, de analisar e sintetizar. Analisar é decompor um objecto complexo em diversas partes de natureza mais simples, de modo a poder compreendê-lo. É o que fazemos ao tentar interpretar um enunciado de um problema ou ao observar os diversos elementos que compõem uma figura geométrica. Sintetizar é combinar diversos elementos de modo a formar uma nova entidade. É uma operação que vai do simples para o complexo. Por exemplo, o conceito de número envolve aspectos cardinais e ordinais sem se reduzir a nenhum deles. Representa assim uma síntese destes dois tipos de propriedades.





3.3.4  Interpretar


Interpretar envolve relacionar entre si conceitos matemáticos ou suas representações ou relacionar conceitos e representações matemáticos e não-matemáticos. É um processo fundamental que permite dar sentido aos conceitos e ideias matemáticas.


Uma interpretação implica assim o estabelecimento de uma relação entre duas ideias diferentes, uma das quais, pelo menos, já nos é familiar e tem para nós sentido. A interpretação não envolve apenas as palavras e os símbolos matemáticos. Os gráficos e diagramas são também fonte de dificuldades de interpretação, talvez ainda maiores na medida em que o seu uso é menos regulado pelas normas convencionais. Do mesmo modo, um aluno que usa objectos para representar conceitos matemáticos (por exemplo, as barras Cuisenaire) pode estar a atribuir a essas barras significados muito diferentes (em termos das cores e dos números) dos atribuídos pelo professor, como se vê no seguinte diálogo:


P: Porquê chamar dez, a esta barra laranja?


C: Porque é laranja.


P: Por que não chamar dez, à barra azul?


C: Porque não é laranja.


P: Por que é a laranja a dez, então?


C: Porque é o número maior.


P: O que queres dizer com “é o número maior”?


C: Não sei o que queria dizer. 


(ATM, 1977, em Bishop e Goffree, 1986, p. 335)


Uma fonte comum de dificuldades dos alunos é que não percebem muito bem qual a intenção do professor. É o que se passa no seguinte diálogo:


Professor – Agora, o que queremos dizer realmente quando dizemos “quatro vezes sete”?… Ana?


Ana – Quatro multiplicado por sete.


O professor deve assegurar-se que os alunos têm interpretações ricas para os conceitos matemáticos fundamentais — ou seja, são capazes de os relacionar com diversas outras ideias e conceitos — e que têm interpretações correctas desses conceitos — ou seja, consistentes com o significado usual em Matemática.


Para que os alunos desenvolvam a sua capacidade de interpretação, o professor deve dar-lhes oportunidades de usar diversos tipos de representações e familiarizarem-se com eles. Pode também ajudar os alunos a reconhecer quando se podem transformar representações de um tipo noutro tipo, encorajando a sua actividade e a sua discussão sobre as representações usadas e as respectivas vantagens e inconvenientes. Deve ainda assegurar-se que os alunos se tornam conscientes da natureza e do valor das representações em Matemática e das razões que podem levar à escolha desta ou aquela representação para uma dada ideia ou problema matemático (Bishop e Goffree, 1986).





3.4  Resolver problemas e investigar





3.4.1  Resolução de problemas


Em Matemática, uma distinção importante é entre problema e exercício. Uma questão é um problema, para um dado aluno, se ele não tiver nenhum meio para encontrar uma solução num único passo. Se o aluno tiver uma forma de obter rapidamente uma solução, não estará perante um problema mas sim um exercício. A formulação e a resolução de problemas constituem aspectos fundamentais da actividade dos matemáticos e têm um papel importante no ensino desta área disciplinar.


Uma questão pode ser um exercício ou um problema para um certo aluno, dependendo dos seus conhecimentos prévios. Vejamos, por exemplo, a questão: “se uma escola tiver uma verba de 120 contos para comprar material didáctico e tiver 8 classes, com quanto pode contar cada uma?” Esta questão constituirá um problema para um aluno do 2º ano de escolaridade, que ainda não conhece o algoritmo da divisão. Mas é provavelmente um exercício para um aluno do 4º ano.


A resolução de problemas constitui um processo de elevado nível de complexidade, que envolve os processos mais simples de representar e relacionar. 


As etapas da resolução de um problema foram discutidas pelo matemático George Pólya (1975). Dado um problema, é necessário começar por procurar compreendê-lo (Quadro V). Para isso procuramos identificar o que é dado e o que é pedido e tentamos representá-lo matematicamente. Por vezes, um problema pode ser representado de diversas maneiras e algumas dessas representações podem tornar a sua resolução mais acessível do que outras.





Quadro V – Etapas na resolução de um problema


1.	Compreender o problema;


2.	Conceber um plano de resolução;


3.	Executar o plano;


4.	Reflectir sobre o trabalho realizado.


Pólya (1975)





Uma vez compreendido o problema, é altura de conceber um plano para a sua resolução, que pode implicar a recolha de dados, a realização de cálculos, a realização de uma construção geométrica ou de um modelo, etc. 


Uma vez assente o plano, é chegado o momento de o concretizar, executando os cálculos ou construções, recolhendo e analisando dados, etc. A realização do plano conduz — se tudo correr bem — à solução do problema.


Mas a obtenção de uma solução não constitui ainda o fim do trabalho. É preciso verificar se não cometemos algum erro e se a solução está, de facto, correcta. E, muito importante, temos que verificar se a solução satisfaz de facto as condições do problema. Nesta fase podemos ainda perguntar se não haveriam outras soluções possíveis e também se poderíamos usar o mesmo método para resolver outros problemas.


Os alunos, muitas vezes, identificam a resolução de um problema com a etapa 3, a execução do plano. Alguns não chegam a compreender muito bem o problema, não pensam se pode haver mais de uma forma de o resolver e começam logo a fazer contas�. Às vezes perguntam mesmo: “É de multiplicar ou dividir?” É claro que isto corresponde a uma ideia muito incorrecta sobre o que é resolver um problema, que conduz com muita frequência a resultados errados e inibe os alunos de desenvolver a sua capacidade de resolver problemas mais complexos.


A reflexão é um elemento muito importante na resolução de um problema. O professor deve habituar os alunos a realizar sempre essa etapa. Além disso, a monitorização constante, pelo próprio aluno, do trabalho que está a realizar, em todas as etapas do processo, é um aspecto importante da sua capacidade de resolução de problemas�.


A resolução de problemas ocupa um lugar central no programa de Matemática do 1º ciclo, em Portugal e noutros países. Esta actividade facilita o desenvolvimento de novos conceitos e estratégias de pensamento e está associada a um conjunto de atitudes fundamentais relativamente à Matemática (ver o Quadro VI).





Quadro VI – O papel da resolução de problemas no ensino-aprendizagem da Matemática


Os programas de Matemática devem centrar-se na resolução de problemas como parte da compreensão da Matemática de modo que todos os alunos:


•	construam novo conhecimento matemático trabalhando em problemas; 


•	desenvolvam uma disposição para formular, representar, abstrair e generalizar em situações dentro e fora da matemática;


•	apliquem uma ampla variedade de estratégias e adaptem as estratégias a novas situações;


•	monitorizem o seu pensamento matemático e reflictam sobre ele enquanto resolvem problemas.


NCTM (1998, p 76)





Vejamos o seguinte problema: Numa escola da Beira Alta, onde existem 231 alunos, os professores decidiram fazer uma visita de estudo Oceanário. A empresa de aluguer só tem disponíveis autocarros de 52 lugares. Quantos autocarros serão necessários?


Este problema pode ser resolvido de diversas maneiras. Uma hipótese é dividir 231 por 52. É uma operação que, a partir de determinada altura, os alunos devem saber fazer. Os alunos mais precipitados irão responder 231 e dividir por 52 é 4; são precisos 4 autocarros. Esquecem-se assim de fazer a etapa 4 de verificar se o problema foi efectivamente respondido. De facto não foi, pois desse modo haveria 29 alunos a ficar em terra.


Outros alunos podem pensar de outro modo, fazendo, por exemplo, um esquema como este:


1 autocarro — 52 alunos


2 autocarros — 104 alunos


3 autocarros — 156 alunos


4 autocarros — 208 alunos


5 autocarros — 260 alunos


Ao chegar aqui concluem que serão necessários 5 autocarros. Esta abordagem, embora pareça matematicamente menos perfeita, tem a vantagem de usar conceitos matemáticos muito mais simples.


Outros alunos poderão achar que 4 autocarros afinal serão suficientes se todas as professoras levarem o seu carro: nesse caso, como escola tem 12 professoras (informação que não era dada mas que os alunos imaginam ser verdadeira) e cada uma pode levar 4 alunos, seria


4 autocarros — 208 alunos


6 carros — 24 alunos


total — 232 alunos


Chamamos estratégia a uma abordagem que pode ser usada em diversos problemas. Podem haver várias estratégias para resolver um problema e umas podem ser mais vantajosas do que outras. O Quadro VII indica algumas das estratégias mais usadas na resolução problemas no 1º ciclo.





Quadro VII – Algumas estratégias de resolução de problemas


•	Usar diagramas e outras representações matemáticas;


•	Procurar regularidades;


•	Fazer uma listagem de todas as possibilidades;


•	Experimentar casos particulares;


•	Usar tentativa e erro;


•	Pensar de trás para a frente.





Os alunos devem familiarizarem-se com estas e outras estratégias, reflectindo sobre o modo como resolveram um dado problema. A análise da estratégia usada deve ser um ponto frequente na discussão de um problema realizado por toda a turma. Deste modo, pensar acerca das estratégias acaba por se tornar uma actividade natural no trabalho matemático.


Aprende-se Matemática resolvendo problemas. Usam-se ideias matemáticas já anteriormente aprendidas na resolução de problemas. A resolução de problemas ajuda a desenvolver a compreensão das ideias matemáticas e a consolidar as capacidades já aprendidas e, por outro lado, constitui um importante meio de desenvolver novas ideias matemáticas. Por outras palavras, a resolução de problemas pode constituir o ponto de partida e o ponto de chegada do ensino-aprendizagem da Matemática.


A resolução de problemas não deve, por isso, ser uma actividade à parte, que se faz de vez em quando. Pelo contrário, deve fazer parte do dia-a-dia do trabalho matemático da classe. Qualquer situação que possa constituir um ponto de partida para a aprendizagem representa uma situação-problema potencial para os alunos. O que é necessário é que o professor seja capaz de tornar essa situação numa tarefa interessante de modo a que eles se envolvam na respectiva resolução.





3.4.2  Investigar


Investigar é um outro processo característico da actividade Matemática, como referimos no Capítulo 2. Tal como um problema, uma investigação começa com uma questão. A diferença está que num problema a questão está bem definida (o seu enunciado é normalmente claro e preciso), enquanto que numa investigação a questão começa por ser algo imprecisa.


Assim, numa investigação, a primeira tarefa é precisar a questão que queremos pesquisar. Por vezes, a formulação de questões exige que se faça alguma exploração prévia da situação. Por exemplo, a tabuada dos 9 constitui uma situação interessante onde é possível procurar regularidades. Essa procura constitui um bom exemplo de uma investigação. Explorar a tabela, observando as linhas e colunas, imaginando prolongamentos, etc. constitui um passo essencial a realizar, antes mesmo de formular questões mais específicas.


1 ¥ 9 = 9


2 ¥ 9 = 18


3 ¥ 9 = 27


4 ¥ 9 = 36


5 ¥ 9 = 45


6 ¥ 9 = 54


7 ¥ 9 = 63


8 ¥ 9 = 72


9 ¥ 9 = 81


A partir da mesma situação de partida, os alunos podem, muitas vezes, formular diferentes questões e obter todos eles resultados com interesse. Mas deve ter-se em atenção que nem todas as questões que nos podem ocorrer são igualmente interessantes. E para algumas poderemos nem sequer conseguir obter qualquer resposta.


Na situação dada, podemos perguntar-nos se existe alguma regularidade interessante. O que acontece na primeira e na segunda coluna não nos surpreende. Trata-se do padrão normal na tabuada de qualquer número. A terceira coluna é mais interessante. O algarismo da direita (que representa as unidades segue a sequência 9-8-7-6-5-4-3-2-1. O algarismo da esquerda (que representa as dezenas) seque outra regularidade 1-2-3-4-5-6-7-8. Se acrescentarmos o 0 para a primeira linha obtemos um quadro com maior simetria:


01 ¥ 9 = 9


Além disso, adicionando os números representados pelos dígitos de cada linha da 3ª coluna, o resultado é sempre 9.


Numa investigação, a segunda etapa é a formulação de conjecturas (ver o Quadro VIII). Os alunos devem ser encorajados a propor ideias que possam constituir soluções para a situação proposta. Essas ideias podem ser registadas no quadro, voltando-se a elas mais tarde à medida que houver elementos para as confirmar ou as rejeitar.





Quadro VIII - Etapas características de uma investigação


1.	Formular a questão a investigar;


2.	Formular conjecturas relativamente a essa questão;


3.	Testar as conjecturas e, eventualmente, reformulá-las;


4.	Validar e comunicar os resultados.


(Ponte, Oliveira, Brunheira, Varandas e Ferreira, 1999)





Segue-se o teste das conjecturas formuladas. Os alunos devem ser capazes de experimentar casos particulares da sua conjectura e verificar se eles se verificam ou não. Devem ser capazes de procurar possíveis contra-exemplos. Devem saber que, quando uma conjectura se revela falsa – o que é o caso mais frequente – é preciso reformulá-la. O teste e a rejeição de sucessivas conjecturas pode mesmo requerer a modificação da nossa questão de partida. Quando se trabalha numa investigação matemática, faz parte do processo ter ideias que não se revelam correctas. Ter ideias erradas é um ponto de passagem para chegar a ter ideias correctas. 


No exemplo anterior, uma conjectura possível é que estas regularidades permanecem quando se prolonga a tabuada. Para o verificarmos, prolongamos a tabela:


1 ¥ 9 = 09


2 ¥ 9 = 18


3 ¥ 9 = 27


4 ¥ 9 = 36


5 ¥ 9 = 45


6 ¥ 9 = 54


7 ¥ 9 = 63


8 ¥ 9 = 72


9 ¥ 9 = 81


10 ¥ 9 = 90


11 ¥ 9 = 99


12 ¥ 9 = 108


13 ¥ 9 = 117


14 ¥ 9 = 126


A sequência dos algarismos das unidades mantém-se perfeitamente. 9-8-7-6-5-4-3-2-1-0-9-8-7-6... Nas dezenas também se mantém a sequência que já tínhamos identificado. E curiosamente a soma dos números representados pelos dígitos da terceira coluna continua a ser 9! Ao passarmos das unidades para as dezenas mantêm-se as mesmas regularidades. Será que isso ainda acontece quando passarmos para as centenas? e para os milhares?...


A quarta etapa é, finalmente, a validação dos resultados obtidos e a sua comunicação aos colegas e ao professor. A validação pode tomar muitas formas. Para os matemáticos, um resultado só é considerado válido quando se conhece a sua demonstração�. No 1º ciclo não se fazem demonstrações formais, mas podem apresentar-se razões que justificam um determinado resultado matemático. Os alunos devem perceber que diversos exemplos não são suficientes para estabelecer a validade de uma conjectura. Devem habituar-se a testar exemplos bastante variados e a interrogar-se sobre as propriedades gerais e as relações que encontram nesses exemplos. Como indica o NCTM (1998, p. 191), “os alunos do 3º ao 5º ano de escolaridade devem pensar activamente acerca da Matemática como uma disciplina em que o trabalho envolve a realização de conjecturas, o desenvolvimento de argumentos matemáticos sobre essas conjecturas, e a tentativa de verificar ou rejeitar o argumento”.


Por exemplo, esbocemos uma argumentação para a primeira das nossas conjecturas anteriores. Suponhamos que um dado produto 9n termina em 5. O valor seguinte da tabuada será 9(n+1). Representa pegar em 9n, somar 10 unidades e subtrair uma. Ao somar 10 unidades, mantém o algarismo das unidades (neste caso 5). Como subtrai ainda uma unidade verifica-se a nossa conjectura. Este raciocínio é válido que em vez de 5 imaginarmos que 9n termina noutro algarismo qualquer.


Esta argumentação (que poderia ser traduzida numa linguagem bastante mais formal�) deve ser mais do que suficiente para nos convencer que a conjectura é realmente verdadeira. Os alunos do 1º ciclo não irão, necessariamente, argumentar com este tipo de formalidade. Mas devem também ser encorajados a apresentar razões que justifiquem a validade dos seus raciocínios.


Tal como acontece com a resolução de problemas, a actividade de investigação não se restringe apenas à Matemática, mas pode estender-se a muitos domínios e requerer até uma abordagem interdisciplinar. No entanto, o professor deve ter presente que tanto a resolução de problemas como as investigações constituem processos característicos da actividade matemática que devem marcar uma forte presença no ensino-aprendizagem desta área disciplinar.





3.5  Comunicar


A comunicação é um importante processo matemático, transversal a todos os outros. Por seu intermédio, as ideias matemáticas são partilhadas num determinado grupo e, ao mesmo tempo, são modificadas, consolidadas e aprofundadas por cada indivíduo. Além disso, a comunicação permite-nos estender o nosso conhecimento matemático, considerando e interagindo com as ideias dos outros. Não devemos esquecer que, entre outros aspectos, a Matemática é também uma linguagem. Por tudo isto, como veremos no Capítulo 4, a comunicação constitui um domínio importante do currículo desta área disciplinar (Quadro IX).





Quadro IX – O papel da comunicação no ensino-aprendizagem da Matemática


O programa de Matemática deve usar a comunicação para promover a compreensão da Matemática, de modo que todos os alunos:


•	organizem e consolidem o seu pensamento matemático para comunicar com outros;


•	expressem as suas ideias matemáticas de modo coerente e claro para os colegas, os professores e outras pessoas;


•	alarguem o seu conhecimento matemático, considerando o pensamento e as estratégias dos outros;


•	usem a linguagem matemática como um meio de expressão matemática preciso.


(NCTM, 1998, p. 85)





A comunicação das ideias matemáticas usa não só a linguagem matemática mas também a linguagem natural e a linguagem corporal. Pode ainda recorrer a desenhos, figuras, dramatizações e outras formas de representação.


A comunicação das nossas ideias permite que elas se tornem objectos de reflexão, discussão e refinamento. Trata-se de um passo importante na organização e clarificação do nosso pensamento. Compreendemos mais facilmente as nossas ideias e argumentos matemáticos quando as articulamos oralmente ou por escrito. Os alunos retêm muito pouco do que ouvem na sala de aula a menos que tenham oportunidade de interagir profundamente com as ideias expostas e de se apropriarem delas. Para isso, como primeiro passo, precisam de aprender a explicar como obtiveram as suas respostas e descrever as suas estratégias. O professor precisa de os ajudar a falar e escrever acerca das suas ideias matemáticas.


As ideias matemáticas são validadas na medida em que são aceites por uma determinada comunidade. A dimensão social da actividade Matemática tem uma grande importância. Os matemáticos discutem muitas vezes acaloradamente nos seus congressos e nas suas revistas se uma dada demonstração deve ou não ser considerada correcta�. Muitos matemáticos valorizam fortemente a interacção com os seus pares (e muitas vezes com os seus alunos), que estimula o surgimento de novas ideias e leva à reorganização das ideias já existentes.


De modo análogo, os alunos precisam de ter oportunidade de pôr as suas ideias à prova na minicomunidade matemática formada pela sua classe para perceber se são compreendidos e se conseguem convencer os seus colegas e o professor. A interacção com os outros é um meio fundamental de analisarmos e aperfeiçoarmos as nossas ideias matemáticas. A defesa de uma ideia gera o sentimento que ela é realmente nossa, cria uma noção de apropriação. O facto de um aluno procurar convencer um colega da validade de um resultado, apresentando justificações, tem muito mais força do que a simples leitura dessa justificação numa página do manual escolar.


O trabalho em pares ou em pequenos grupos permite aos alunos sentirem-se à vontade para exprimir ideias ainda pouco trabalhadas e para comentar as ideias propostas pelos outros. Estas experiências são importantes para preparar apresentações e discussões com toda a classe, em que os alunos explicam como resolveram um problema ou como realizaram uma investigação. 


Tarefas interessante propostas pelo professor estimulam a realização de boas conversas entre os alunos. Além disso, criam um ambiente em que são os próprios alunos que, muitas vezes, concebem as suas próprias tarefas que se tornam importantes fontes de aprendizagem:


Elle, que era usualmente uma criança sossegada, adorou ensinar toda a sua classe do 1º ano de escolaridade como se podia contar de um em um e de dois em dois até 100 na calculadora. Mas, Elle ficou atrapalhada para contar até 100 de três em três. “Passa sempre dos 100!” exclamou ela. Ela e três amigos decidiram investigar este fenómeno. Falaram em conjunto muito excitados durante os vários dias que levou a completar a investigação e registar os resultados numa tabela, que eles usaram para explicar a sua investigação ao resto da classe.


(NCTM, 1998, p. 142)


Conversar com outros a propósito da realização de tarefas matemáticas tem diversas vantagens. Um aluno que tem um dado modo de ver um problema, pode beneficiar da observação da forma como o seu colega vê o mesmo problema, que pode revelar aspectos bastante diferentes. Ao considerar as estratégias e os métodos usados pelos outros, avaliando a sua correcção e a sua utilidade, os alunos alargam o seu conhecimento matemático.


À medida que os alunos tornam as suas ideias explícitas, o professor tem também a possibilidade de perceber como é que eles estão a pensar. Pode, desse modo, identificar eventuais concepções erradas ou o uso impróprio da linguagem matemática, que será preciso corrigir.


Como vimos no Capítulo 2, a Matemática pode ser encarada como uma linguagem. No entanto, ela é bastante diferente da linguagem natural, pois serve para pensar e comunicar certo tipo de ideias (relativas às quantidade de objectos, à sua forma, às suas regularidades…). Trata-se, pois, de uma linguagem especializada. Além disso, não existe autonomamente, mas apoia-se na linguagem natural. Como diz Nílson Machado (1991):


Desde os contactos iniciais, antes mesmo do ingresso na escola, aprendemos o alfabeto e os números como uma mescla simbólica que não se tem necessidade de analisar, estabelecendo fronteiras nítidas entre a Matemática e a Língua. Assim os números nascem associados a classificações e contagens; por outro lado, a ideia de ordem fundamental para a construção de número surge tanto na construção do alfabeto quanto das seriações numéricas.


Os alunos começam por pensar as ideias matemáticas através da língua natural. É nela que, a pouco e pouco, vão integrando aspectos da linguagem matemática. Uma das dificuldades que encontram neste processo resulta do facto que certos termos são usados tanto por uma como por outra por vezes com significados diferentes. Por exemplo, na linguagem corrente “área” é sinónimo de “região” ou “domínio”, nem sempre de contornos muito precisos�. Em Matemática representa uma grandeza relativa a figuras bidimensionais — cada figura tem uma dada área que pode ser medida com rigor. Em vez de opor as duas linguagens como completamente distintas, é importante perceber que os alunos só podem desenvolver a sua competência no uso da linguagem matemática a partir da linguagem natural.


Os alunos precisam de ir interiorizando a pouco e pouco a precisão característica da linguagem matemática. No entanto, no 1º ciclo a linguagem matemática não pode ser muito formalizada. Permitir aos alunos os seus próprios meios de expressão é essencial para que eles possam desenvolver o sentido de apropriação decisivo para um forte envolvimento com a Matemática. Por outro lado, as confusões associadas às imprecisões dos alunos devem ser objecto de discussão na altura certa. Essas discussões podem levar os alunos a apreciar devidamente a necessidade de definições precisas e argumentos coerentes em Matemática.


A comunicação matemática escrita faz forte uso dos símbolos próprios desta ciência. Estes símbolos permitem uma escrita condensada, facilitam a precisão da linguagem própria da Matemática e, em certos casos, permitem processos de cálculo extremamente expeditos. Os símbolos constituem um importante auxiliar do raciocínio matemático desde que sejam bem compreendidos. Insistir no uso de símbolos de modo prematuro, exigir que o aluno trabalhe com símbolos que não é capaz de relacionar com referentes significativos, acentuar exageradamente a carga simbólica do discurso matemático, são práticas que favorecem fortemente o insucesso dos alunos e a sua aversão pela disciplina.





3.6  Outros processos matemáticos


Para além dos processos indicados, há muitos outros que são importantes em Matemática. Por exemplo, deduzir é, como dissemos no Capítulo 2, um dos elementos mais característicos da Matemática, permitindo estabelecer a verdade de umas afirmações a partir de outras. 


Por exemplo, consideremos a afirmação: “Todos os múltiplos de 6 são múltiplos de 2”. Podemos usar uma dedução simples para mostrar que ela é sempre verdadeira.


Na verdade, todos os múltiplos de 2 podem ser escritos na forma 2n (ou 2p) e todos os múltiplos de 6 na forma 6n, em que n (ou p) é um número natural. Então, uma vez que 6n se pode escrever na forma 2 ¥ 3n, concluímos que se pode escrever na forma 2p e se trata também de um múltiplo de 2.


Temos aqui, basicamente o seguinte raciocínio:


1.	Todo o elemento de A tem a propriedade a


2.	O objecto X tem a propriedade a.


3.	Logo, o objecto X é  elemento de A.


Transposto para objectos familiares aos alunos, trata-se de um tipo de raciocínio ao seu alcance.


No 1º ciclo não se fazem deduções lógicas sofisticadas, mas os alunos podem realizar já alguns raciocínios deste tipo. Atentemos no seguinte exemplo apresentado por Baroody (1993):


Problema da criança mais rica – Teresa tinha mais dinheiro que Guilherme. Nuno tinha mais dinheiro que Diana. Diana tem mais dinheiro que Teresa. Podes dizer quem tem mais e quem tem menos dinheiro?


Um aluno, Samuel, concebeu uma representação pictorial (ver Figura 6). A princípio pôs dois dólares debaixo de Nuno e um debaixo de Diana, para mostrar que Nuno tinha mais dinheiro que Diana. Depois, reparou que Diana tinha mais dinheiro que Teresa e ajustou o seu diagrama juntando dois dólares à coluna de Diana e três dólares à coluna de Nuno:
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Figura 6 — Representação da estratégia de Samuel





Outra aluna, Beatriz desenhou e marcou quatro bolas para representar cada uma das crianças (Figura 7). Depois riscou a bola de Guilherme (pois Teresa tinha mais que Guilherme) e a de Diana (porque Nuno tinha mais do que Diana). Então, continuou e riscou Teresa (pois Diana tinha mais que Teresa), ficando Nuno, a criança com mais dinheiro. Para saber quem tinha menos dinheiro seguiu um processo idêntico, riscando sucessivamente Teresa, Nuno e Diana, e concluindo que se tratava de Guilherme.
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Figura 7 — Representação da estratégia de Beatriz





A apresentação de argumentos para defender uma conjectura é o primeiro passo da argumentação matemática. Os professores devem pedir aos alunos que justifiquem as suas respostas ou asserções, levando-os a interiorizar progressivamente o significado da dedução matemática.


Um outro processo importante em Matemática é modelar, ou seja, construir e validar modelos matemáticos que possam representar fenómenos ou situações diversas. Todo o uso da Matemática em situações do dia-a-dia, bem como na ciência e na técnica, pressupõe um processo de modelação em que se associam certos conceitos matemáticos a certos aspectos dessa situação. A manipulação dos conceitos matemáticos permite, muitas vezes, tirar conclusões que não eram à partida evidentes sobre a situação em causa. Muitas vezes, grande parte deste processo é feito de forma implícita, porque ele já está muito enraizado na nossa cultura e não precisamos de lhe dedicar qualquer atenção especial. Convivemos no nosso dia-a-dia com numerosos modelos matemáticos (as tarifas dos bilhetes dos transportes, a conta dos telefones, o pagamento da despesa num café, a contagem dos votos numa eleição, etc.) sem lhes prestarmos muita atenção nem reflectirmos sobre as suas propriedades como modelos matemáticos�.


Para além dos processos de deduzir (característico da Matemática “pura”) e de modelar (característico da Matemática “aplicada”), há ainda outros processos são usados em muitas situações do dia-a-dia e em muitas outras áreas do saber bem como na elaboração de teorias matemáticas e no uso das ideias matemáticas em situações diversas. É o caso, por exemplo, reflectir, criticar e avaliar. Reflectir é considerar uma ideia, um processo, um resultado como um objecto em si mesmo e encará-lo de diversos pontos de vista. É um processo essencial em toda a aprendizagem e dele falamos repetidamente ao longo desde livro. Criticar é escrutinar a veracidade ou o valor de uma determinada afirmação ou resultado ou do método seguido para o obter. Avaliar – cuja dimensão pedagógica discutiremos no último Capítulo deste livro – corresponde a um trabalho de recolha sistemática de informação sobre um dado objecto, considerando os seus ângulos mais relevantes, com vista a tomar alguma decisão relativamente a esse objecto. Sem serem processos exclusivamente associados à Matemática, como deduzir e modelar, não deixam de ser muito usados nesta ciência e no trabalho escolar.





Tarefas





1.	Seleccione um manual escolar do 4º ano de escolaridade e escolha um capítulo. Tendo em conta o que lhe parecem ser as capacidades dos alunos, classifique as tarefas propostas em exercícios, problemas ou investigações.


2. Indique qual a relação entre os processos de representar, calcular e interpretar no trabalho matemático.


3. Para algumas pessoas investigar é uma actividade que tanto pode ser realizada por profesosres (sobre a sua prática) como por alunos nos diversos níveis de ensino (sobre assuntos do seu interesse). Para outras é uma actividade só ao alcance de investigadores que têm um treino especial. Apresente um argumento que sustente cada uma das posições.


4.	Discuta os diferentes significados que o termo “semelhante” assume em Matemática e na língua portuguesa e indique potenciais dificuldades de aprendizagem que daí podem resultar. 
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Processos matemáticos�		-- �








� Como acontece em tantos outros casos, é o contexto que nos indica qual o sentido em que o termo está a ser usado.





� O papel de cada uma destas representações foi estudado, por exemplo, por Bruner, de que falaremos mais pormenorizadamente no ponto 5.3.4 do Capítulo 5.





� O símbolo da divisão usado em diversos países varia consideravelmente — :  .  /. O mesmo acontece com o modo de realizar o algoritmo desta operação.





� Alguns elementos da história do conceito de potência e das suas diferentes representações podem encontrar-se em Oliveira e Ponte (1999).





� O professor tem de ter atenção para que a aprendizagem da Matemática não seja vista pelos alunos como uma simples aprendizagem de simbologia.





� O sistema de numeração que usamos surgiu na Índia, primeiro sem o zero. Este começou por ser usado para representar a falta de um símbolo numa dada posição, só se tornando num número de pleno direito no século VII. Este sistema foi assimilado pelos árabes, que o aperfeiçoaram, e depois passou para a Europa, onde só se conseguiu impor no século XIV.





� Ordenar e seriar são duas designações para os mesmos processos, sendo ordenar o termo usual em Matemática e seriar mais comum em Psicologia da Educação.





� Uma sistematização dos aspectos fundamentais envolvidos na noção matemática de classificar encontram-se em Barros e Palhares (1997).





� Numerosas actividades para ajudar os alunos a desenvolver a capacidade de classificar encontram-se em Leitão, Pires, Palhais e Gallino (1993).





� Uma sistematização dos aspectos fundamentais envolvidos na noção matemática de ordenar encontram-se em Barros e Palhares (1997).





� Numerosas actividades para ajudar os alunos a desenvolver a capacidade de ordenar encontram-se em Leitão, Pires, Palhais e Gallino (1993).





� Para além do cálculo numérico existem outros tipos de cálculo como o algébrico (no 3º ciclo e no ensino secundário), o diferencial e integral (no ensino secundário e superior), o tensorial e o das variações, etc (em certos cursos do ensino superior).





� Instrumentos auxiliares do cálculo são os ábacos, que não só registam os valores que se quer operar como permitem achar o resultado. Outro auxiliar de registo é o papel e lápis. Modernamente, para realizar o cálculo aritmético, usam-se as calculadoras.





� Os algoritmos constituem o processo normal de trabalho dos computadores e o estudo das propriedades gerais dos algoritmos é um dos ramos da Matemática que tem conhecido maior expansão neste século.





� Surge aqui a interpretação, que constitui um outro processo matemático importante e de que falaremos em pormenor mais adiante.





� Este exemplo é de novo retomado na secção 9.4.





� A propensão dos alunos para começar a realizar cálculos de imediato é encorajada pelas práticas de ensino que reduzem a Matemática ao cálculo numérico.





�  A monitorização, pelo aluno, do seu processo de resolução de um problema é um dos aspectos essenciais das suas capacidades metacognitivas. Para um maior aprofundamento deste aspecto da resolução de um problema, consultar Fernandes (1988).





� Recordemos o que se disse no Capítulo 2 a propósito do teorema de Fermat-Wiles.





� O raciocínio matemático tem uma dupla natureza. Por um lado apoia-se na intuição, por outro visa uma progressiva formalização.





� É o que ocorreu com a demonstração da conjectura de Fermat proposta por Wiles, a que fizemos referência no ponto anterior. Um debate ainda mais aceso ocorreu a propósito de uma proposta de demonstração do chamado teorema das quatro cores, realizada em 1976 com auxílio do computador.





� Recordemos que no 1º ciclo da eduiação básica a Matemática constitui uma área disciplinar.





�  Uma discussão aprofundada sobre o papel dos modelos matemáticos na nossa sociedade é realizada por Davis e Hersh (1997) no seu livro O sonho de Descartes.











