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Resumo: Os alunos portugueses têm tido invariavelmente resultados insatisfatórios em estudos de comparação internacionais, desde o SIAEP, ao TIMSS e, mais recentemente, no PISA. São conhecidos os resultados quantitativos globais, mas não se conhecem em detalhe as dificuldades dos alunos nem as estratégias que usam para lidar com o tipo de questões propostas. O presente estudo tem por base a aplicação de dois instrumentos de avaliação, um teste escrito e um guião de entrevista oral, que incluem questões adaptadas do PISA, com o objectivo de conhecer as estratégias de raciocínio e as dificuldades de alunos portugueses do 3.º ciclo do ensino básico em três campos conceptuais relacionados com a Álgebra: Padrões e Regularidades, Simbolização e Mudança. Apresentamos os resultados quantitativos referentes a quatro turmas dos 8.º e 9.º anos de escolaridade, bem como os resultados qualitativos referentes a sete entrevistas. Procuramos reflectir sobre o desempenho destes alunos tendo em conta o currículo e as práticas lectivas no nosso país. 
Introdução

O presente estudo foi realizado no âmbito de um projecto europeu “Professional Development of Teacher-Researchers” (PDTR), em que participam professores e investigadores de Portugal, Espanha, Itália, Polónia e Hungria. Trata-se de um trabalho de natureza colaborativa em que se exploram as potencialidades formativas da investigação sobre a prática profissional e as suas implicações no processo de ensino-aprendizagem da Matemática. Uma preocupação comum às equipas dos vários países diz respeito aos resultados do desempenho dos alunos em estudos internacionais, como o PISA 2003, que conduziu, no caso da equipa portuguesa, à realização de dois estudos exploratórios sobre as estratégias de raciocínio e as dificuldades dos alunos em problemas nas áreas de Espaço e Forma (2.º ciclo) e Álgebra (3.º ciclo). É sobre este segundo que se debruça a presente comunicação.

A Álgebra, o PISA e o currículo nacional

A avaliação efectuada pelo PISA, no âmbito da Matemática, incide sobre quatro grandes núcleos de conteúdo: “Espaço e Forma”, “Incerteza”, “Quantidade” e “Transformações e Relações” (OECD, 2004). Este último núcleo refere-se a ideias e problemas com um forte cunho algébrico. Uma das ideias desta área que assume grande importância nos itens do PISA é a noção de mudança, uma das características mais destacadas do mundo em que vivemos. A capacidade de compreender o modo como se concretiza essa mudança, em cada situação, e de representar situações em que essa mudança existe, pressupõe a utilização e interpretação de representações simbólicas, algébricas, gráficas, tabulares e geométricas, proporcionando diversos pontos de contacto com a Álgebra.

Outra ideia algébrica que surge nos itens do PISA é a de padrões e regularidades. Trata-se de um tema que nos últimos anos começou a ganhar uma visibilidade significativa, constituindo uma aposta forte de diversos autores para a fase de iniciação à linguagem algébrica (Orton & Orton, 1999; Ponte, 2005; Schoenfeld & Arcavi, 1999; Zazkis & Liljedahl, 2002). As questões que se colocam podem envolver o reconhecimento de padrões (isto é, em que consiste o padrão), a resolução de problemas envolvendo a continuação de um padrão ou a extrapolação para um elemento distante, bem como a formulação de uma descrição geral do padrão (por exemplo, em linguagem algébrica). No PISA surgem, sobretudo, problemas que exigem uma compreensão desses padrões sem requererem, contudo, a manipulação de expressões que os descrevem.

Um terceiro aspecto central na Álgebra, e que é muito valorizado tanto pelo NCTM (2000) como pelo Currículo Nacional (ME-DEB, 2001), com maior incidência a partir do 3.º ciclo do ensino básico, é a utilização e interpretação de linguagem simbólica. Este aspecto é igualmente valorizado pelo PISA. É de notar que no tema Transformações e Relações os alunos portugueses têm obtido resultados relativamente fracos em comparação com a média dos países da OCDE (GAVE, 2005).

Metodologia 

O presente estudo tem uma natureza qualitativa, de cunho essencialmente interpretativo (Bogdan & Biklen, 1982). Escolhemos esta metodologia uma vez que procuramos conhecer as estratégias de raciocínio e as dificuldades dos alunos portugueses do 3.º ciclo do ensino básico em três campos conceptuais relacionados com a Álgebra: Padrões e Regularidades, Simbolização e Mudança (NCTM, 2000).
Este estudo decorreu entre Maio e Junho de 2006 e nele participaram 101 alunos, dos 12 aos 15 anos, de seis escolas. Os dados recolhidos são resultantes da aplicação de dois instrumentos: um teste escrito e um guião de entrevista. O teste foi aplicado, num período de 90 minutos, a quatro turmas de três escolas, num total de 94 alunos: 69 do 8.º ano e 25 do 9.ºano. Este é constituído por dezasseis questões, quatro de escolha múltipla, seis de resposta fechada e outras seis de resposta aberta que apelam à justificação e apresentação de raciocínios. As entrevistas foram feitas a sete alunos de três escolas, todos do 8.º ano e tiveram a duração máxima de 45 minutos por aluno. Os alunos responderam a dez itens, tendo sido incentivados a explicar as suas estratégias de resolução. Todas as entrevistas foram audiogravadas e transcritas na íntegra.
Com o objectivo de realizar uma análise mais rica e consistente, procuramos reflectir sobre os desempenhos destes alunos em duas tarefas que são comuns nos dois instrumentos tendo em atenção o currículo português. Assim, analisamos em primeiro lugar a tarefa I – Crescimento e em segundo lugar a tarefa II – O farol.

Resultados dos alunos
Apresentamos de seguida uma descrição de cada uma das tarefas, incluindo os critérios utilizados na classificação das diferentes questões, uma análise dos resultados quantitativos e qualitativos obtidos pelos participantes neste estudo e, sempre que possível, uma comparação com os resultados dos alunos portugueses e a média da OCDE.

Tarefa I – Crescimento

Nesta tarefa a ideia abrangente é Transformações e relações de natureza científica. As questões 1.1., 1.3. e 1.4. envolvem a análise de gráficos e a questão 1.2. a interpretação de relações numéricas simples. 
1. No gráfico seguinte está representada a altura média dos jovens rapazes e raparigas holandeses, relativas ao ano de 1998.
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Questão 1.1

Apresentação
Este é um item de escolha múltipla, criado a partir de uma situação presente no estudo PISA, que envolve processos de Reprodução, pois consiste em cálculos ou definições simples e familiares em avaliações convencionais de matemática. Por outro lado, envolve a análise de gráficos, em particular, a leitura de um valor concreto nos dois gráficos. 

1.1.  Qual poderá ser a altura média das raparigas e rapazes aos 12 anos?

	
	Altura das raparigas (cm)
	Altura dos rapazes (cm)

	(A)
	152
	155

	(B)
	155
	148

	(C)
	156
	153

	(D)
	161
	161


A análise do quadro 1 revela que todos os alunos responderam a esta questão no teste escrito e que cerca de 83% assinalaram correctamente a opção C, ou seja, que a altura dos rapazes seria sensivelmente 1,53 metros e a das raparigas 1,56 metros.

	Q 1.1.
	Alunos no estudo

	
	N.º
	%

	Cotação total
	Código 1: C. 5 segundos
	78
	82,98

	Cotação nula
	Código 0: Outras respostas
	16
	17,02

	
	Código 9: Sem resposta
	0
	0,00


Quadro 1 – Critérios de classificação e resultados obtidos na questão 1.1. do teste escrito, pelos alunos no estudo.

Estratégias
Os alunos seguem basicamente duas estratégias diferentes para responder a esta questão. 

Estratégia 1. A maioria dos alunos utiliza como estratégia a análise do gráfico e a identificação do valor das alturas médias de rapazes e raparigas aos 12 anos de idade, indicando logo de seguida a opção escolhida. Este é o caso de André: “Portanto, a dos rapazes seria sensivelmente 1, 53 metros e das raparigas 1, 56 metros”.
Estratégia 2. Diana dá a resposta correcta começando por analisar o gráfico relativo à altura das raparigas. Depois de se fixar no valor 156 cm para a altura das raparigas aos 12 anos, é por exclusão de partes que chega ao valor da altura dos rapazes com a mesma idade: “Então 161 não podia ser porque era muito para cima, 155 também não e 148 era muito para baixo. Então era 153! [Verifica na tabela] E está bem!”.

Dificuldades 
Rita é uma das alunas entrevistadas que revela alguma dificuldade em responder a esta questão. Inicialmente consegue determinar um valor aproximado das alturas médias de rapazes e raparigas. No entanto, logo de seguida, faz uma interpretação incorrecta da questão. 

R – A escala da altura é de 10 em 10 cm. Começa nos 130 cm e vai até aos 190 cm. Logo se a escala for de 10 em 10, o meio do rectângulo vai valer 5, logo esta medida tem de ser 155 cm.

P – Então para as raparigas é 155 cm?

R – É 155 cm a altura das raparigas. A dos rapazes vou também ao eixo das abcissas e ver também onde toca os 12. Toca aqui. Depois vou ver ao eixo das ordenadas onde é que toca. E é aproximadamente, 153 cm. Possivelmente. Se fosse 155 tocava ali, e intersectava o das raparigas.

P – Para ti os rapazes medem?

R – 153 cm.

P – Então qual é resposta que tu vais dar? 

R – Qual é média da altura? Vou somar ambos e vou dividir por 2, que é número de registos que eu tenho. Os rapazes e as raparigas.

A professora chama, então, a atenção da aluna para o facto de o gráfico já expressar as alturas médias de rapazes e raparigas. No entanto, a aluna continua fixa no seu raciocínio do cálculo da média das alturas médias, procurando encontrar no gráfico esse valor “A média das alturas dá 154 cm. Não está aqui representado. Logo tem de ser um número mais aproximado, que é o 152 porque é menor que 153”. Após um diálogo conduzido pela professora, Rita escolhe a opção certa, sendo pouco provável que o tivesse conseguido sem esta interacção.

Questão 1.2
Apresentação 
Esta questão envolve um processo de Reprodução e interpretação de relações numéricas simples.

1.2.  Desde 1980, a altura média das raparigas de 20 anos aumentou 2,3 cm, atingindo 170,6 cm. Qual era a altura média das raparigas de 20 anos em 1980?

Os resultados apresentados no quadro 2 mostram-nos que dos 85,11% de alunos que responderam a esta questão, apenas 63,83% o fez correctamente. Os resultados dos nossos alunos ficaram quase três pontos percentuais abaixo da média nacional e da OCDE.
	Q 1.2.
	Alunos no estudo
	Portugueses
	OCDE

	
	N.º
	%
	%
	%

	Cotação total
	Código 1: 168,3 m
	60
	63,83
	66,02
	66,96

	Cotação nula
	Código 0: Outras respostas
	20
	21,28
	25,84
	24,71

	
	Código 9: Sem resposta
	14
	14,89
	8,14
	8,32


Quadro 2 – Critérios de classificação e resultados obtidos na questão 1.2. do teste escrito, pelos alunos no estudo e pelos alunos portugueses e da OCDE no PISA 2003.

Estratégias
Na entrevista foi pedido aos alunos que explicassem oralmente o seu raciocínio. No conjunto dos sete alunos entrevistados é possível identificar duas estratégias de resposta. 

Estratégia 1. Os alunos fazem a leitura do enunciado e vêem que conseguem resolver o problema utilizando a informação nele fornecida. Por exemplo, André, depois de uma primeira leitura, volta a ler o enunciado com atenção. Após analisar os dados fornecidos dá a resposta correcta, sem grandes dificuldades. Raquel, por seu lado, faz um raciocínio correcto usando uma linguagem simples e informal. Diana também segue a mesma estratégia mas comete um erro de cálculo:

D – [Diana está pensativa] Ah, já sei o que tenho de fazer! Tenho de fazer 170,6 cm menos 2,3 cm.

P – Porque essa conta vai-te dar…

D – A altura média!

P – Exacto.

D – [Diana faz os cálculos na folha do enunciado] Deu-me 158,3.

P – E dá-te o mesmo na calculadora?

D – [Faz então na calculadora] Ups... Ok, já percebi. Dá 168,3. Mas o vírgula 3 estava bem, o resto é que não.
Estratégia 2. Alguns alunos fazem a leitura do enunciado, contudo, consideram que a informação não é suficiente para responder à questão e decidem analisar o gráfico. É o que acontece com Joana que após uma segunda leitura do enunciado vai analisar o gráfico, ficando confusa. É somente através de um questionamento muito orientado pela professora que consegue perceber que a informação necessária para responder à questão não se encontra no gráfico, identificando de seguida a operação que tem de efectuar.
Dificuldades

Verifica-se que a grande dificuldade dos alunos nesta questão foi reconhecer que toda a informação necessária para responder está contida no enunciado verbal, não existindo informação no gráfico que permita responder à questão.

Questão 1.3

Apresentação
Este é um item que envolve um processo de Reprodução e a análise de gráficos, mais concretamente a comparação de dois gráficos representados no mesmo referencial. 

1.3. De acordo com o gráfico, durante que período da sua vida as raparigas são, em média, mais altas que os rapazes da mesma idade?

Os critérios de classificação desta questão são mais complexos que os anteriormente apresentados, pois contêm três categorias de cotação que, por sua vez, se encontram subdivididas (anexo 1).

Nesta questão, os resultados dos alunos que participaram no estudo é bastante superior aos resultados do PISA 2003. Destaca-se, em especial, que para a cotação total há uma diferença de mais de 10%. 
	
	Alunos no estudo
	Portugueses
	OCDE

	Q 1.3
	N.º
	%
	%
	%

	Código 2 (pontuação 2) 
	63
	67,02
	57,59
	54,72

	Código 1 (pontuação 1) 
	24
	25,52
	17,98
	28,11

	Código 0 (pontuação 0) 
	5
	5,32
	17,22
	9,68

	Código 99 (n responde) 
	2
	2,13
	7,22
	7,50


Quadro 3 – Resultados obtidos na questão 1.3. do teste escrito, pelos alunos no estudo e pelos alunos portugueses e da OCDE no PISA 2003.

Estratégias 
Todos os alunos utilizaram a mesma estratégia: recorreram ao gráfico onde estão representadas duas funções no mesmo referencial e fizeram a leitura do período da vida em que as raparigas são, em média, mais altas que os rapazes da mesma idade. No entanto, há diferença nas respostas dos alunos a esta questão, que apesar de terem a cotação total, são classificadas com códigos distintos (anexo 1).
Diana, embora utilizando uma linguagem muito pouco formal, chega à resposta sem grande dificuldade, sendo esta codificada com código 21, segundo os critérios de classificação deste item.
P – Então como é que vais fazer isso?

D – Vejo aqui o gráfico dos rapazes e depois tenho de ver a altura das raparigas, e o “coisinho” que estiver maior é das raparigas.

P – Qual “coisinho” maior?

D – É esta “linha” aqui que é a tracejado, da altura das raparigas.

P – Essa “linha” é a função que diz respeito…
D – …à altura média das raparigas. E aqui é dos rapazes. Então é dos 11 aos 13 anos.

P – Porquê?

D – A função da altura média das raparigas está superior à dos rapazes, neste intervalo.

André indica o intervalo correcto, dos 11 aos13 anos, referindo serem, em média, as raparigas mais altas que os rapazes desde os 11 anos até aos 13 anos e observa que a intersecção entre as duas funções ocorre antes dos 13 anos.
Joana, após a leitura do enunciado, afirma de imediato: “Tenho que ir ao gráfico e ver nas linhas em quais... em que são mais altas e com a mesma idade. As raparigas mais altas que os rapazes. Foi no período… a partir dos 11 anos até por volta dos 13”.

A resposta da Raquel a esta questão é codificada com código 22, uma vez que a aluna começa por referir apenas o intervalo dos 11 aos 12 anos. Após interpelação da professora, é levada a pensar no sentido da sua resposta, acabando por dar a resposta correcta.
R – 12,5.

P – Então nós costumamos perguntar: tens que idade? 12,5.

R – Não. É aproximadamente 13 anos.

P – Então é em que período?

R – Dos 11 aproximadamente aos 13. [a aluna escreve no papel].

Dificuldades
Nesta questão a maioria dos alunos não revela dificuldades de maior em fazer a leitura do gráfico e dar a resposta correcta. No entanto, alguns alunos, de início, não indicam correctamente o extremo superior do intervalo porque a intersecção das duas curvas lhes parece ocorrer um pouco antes desse ponto.
Questão 1.4

Apresentação
Esta é a última questão desta tarefa e envolve um processo de Conexões, uma vez que requer a reunião de ideias e de procedimentos matemáticos para resolver um problema algo familiar e de resolução directa. 

1.4.  Explique de que modo o gráfico mostra que, em média, o crescimento das raparigas é mais lento depois dos 12 anos de idade.

De acordo com os critérios de classificação (anexo 2), apenas 8,51% dos alunos responde correctamente, o que os situa bastante abaixo das médias de Portugal e da OCDE, conforme se pode observar no quadro 4. 

	
	Alunos no estudo
	Portugueses
	OCDE

	Q 1.4.
	N.º
	%
	%
	%

	Código 1 (pontuação 1) 
	8
	8,51
	29,75
	44,83

	Código 0 (pontuação 0) 
	54
	57,45
	47,65
	34,08

	Código 99 (n responde) 
	32
	34,04
	22,60
	21,09


Quadro 4 – Resultados obtidos na questão 1.4. do teste escrito, pelos alunos no estudo e pelos alunos portugueses e da OCDE no PISA 2003.

Estratégias

Na resposta a esta questão verifica-se uma maior diversidade de resultados, o que não é de todo surpreendente dado ser um item em que os alunos têm que apresentar uma explicação escrita. Dos alunos que obtiveram a cotação total, temos dois tipos de codificação de resposta: código 11 e código 13.
Bernardo, por exemplo, faz referência à redução da inclinação da curva referente à altura média das raparigas a partir dos 12 anos, utilizando uma linguagem do dia-a-dia, afirmando:

No gráfico está representado que, a partir dos seus doze anos, as raparigas crescem mais lentamente, pois a linha que indica a altura média das mesmas estabilizou, não subindo tanto.
A resposta de João obtém a cotação total, contudo, é codificada com código 13, segundo os critérios de classificação deste item, dado que compara o crescimento efectivo nos dois períodos: “As raparigas desde os 10 anos aos 12 anos têm um crescimento muito rápido (15 cm) mas, dos 12 aos 20 anos, já só crescem mais ou menos 17 cm”. 
Dificuldades
A maioria dos alunos tende a comparar a evolução das alturas médias das raparigas com a dos rapazes, a partir dos 12 ou 13 anos, ainda que utilizando uma linguagem apropriada ao conceito em causa. Por exemplo, Diana refere-se à inclinação das curvas, usando uma linguagem do dia-a-dia na sua justificação:

É mais lento porque a função não vai a subir, fica mais ou menos estável, vai subindo muito devagarinho … (Escreve) O crescimento das raparigas é mais lento depois dos 12 anos de idade porque a função da altura média das jovens raparigas é mais estável do que a dos rapazes que sobe rapidamente.

Também Rita compara o comportamento da curva relativa às alturas raparigas com a das alturas dos rapazes, ainda que recorrendo, informalmente, ao conceito de taxa de variação:
É mais lento porque, à medida que nós vamos vendo os anos, a curva [relativa às raparigas] não sobe tanto. Enquanto a dos rapazes entre 13 e 14 anos eles subiram 10 cm, enquanto as raparigas entre os 13 e 14 anos subiram por volta de 4 a 5 cm. Eles subiram quase o dobro delas.

André é mais um dos alunos que, na resposta escrita, se refere à variação da altura média de rapazes e raparigas, embora não as compare entre si: “A função dos jovens rapazes, a partir dos 12 anos de idade existe uma subida rapidamente em relação à altura e a função das jovens raparigas começa a ficar mais plana”. Contudo, quando se lhe pede uma justificação oral, não entende o pedido e tenta encontrar causas para o abrandamento no crescimento das raparigas, afirmando: “Será mais lento porque não fazem muito exercício. Não, não! Não sei. Algumas são extremamente altas”.

De seguida, após uma chamada de atenção por parte da professora, volta a centrar-se na análise do gráfico. Curiosamente, vai continuar a referir-se de forma independente ao crescimento dos rapazes e ao crescimento das raparigas, recorrendo ao conceito de inclinação:

A função dos rapazes a partir dos 12 anos de idade, a altura começa a subir relativamente alta (…) E a das raparigas começa a manter a linha, como é que eu digo, a ficar mais, em vez de ficar inclinada é a ficar mais direita, mais horizontalmente.
É de notar que este aluno, embora não compare efectivamente a inclinação da curva das alturas das raparigas com a dos rapazes, refere-se sempre a ambas, provavelmente, sugestionado pela comparação que era pedida na questão anterior.
Comentário
De acordo com os resultados do teste escrito, podemos concluir que de um modo geral, os alunos revelam um bom desempenho na leitura e interpretação de gráficos nas três primeiras questões desta tarefa. No entanto, é na quarta questão que os alunos apresentam resultados menos satisfatórios. Estes resultados podem dever-se às características do próprio item e aos respectivos critérios de codificação.

Analisando as respostas dadas nas entrevistas, observa-se que, no geral, os alunos manifestam algumas dificuldades iniciais que são superadas através da interacção com o entrevistador, levando-os a chegar a uma resposta com a cotação máxima.

A maior parte dos alunos seleccionou a opção de resposta correcta para a questão 1.1. No entanto, é de salientar que a dificuldade sentida por Rita prende-se com a confusão entre os dados apresentados, relativos a alturas médias, e a necessidade de efectuar o cálculo de uma média. Esta dificuldade ilustra o facto de nem sempre o enunciado de uma tarefa ser interpretado do modo esperado, principalmente quando a terminologia utilizada é susceptível de gerar alguma confusão.

Na pergunta 1.2, o modo como os alunos entrevistados chegam à resposta depende, também, do facto de reconhecerem no enunciado toda a informação que é necessária à construção do seu raciocínio. Quando não existe este reconhecimento imediato e recorrem ao gráfico, a solução só lhes surge quando é influenciada pela interacção com a professora. Perante as perguntas ou sugestões indirectas que faz, acaba por ajudá-los a construir um raciocínio correcto. Na nossa perspectiva este é outro dos aspectos, relativos à formulação das questões, que pode influenciar o desempenho dos alunos: a quantidade de informação disponível e a necessidade de identificação dos aspectos que são relevantes para a sua resolução.

O sucesso relativo destes alunos na questão 1.3, face aos resultados do PISA 2003, não é de fácil interpretação. Poderemos conjecturar que o nosso currículo abordará mais precocemente que o de outros países o conceito de intervalo de números reais. No entanto, tal justificação não se poderá aplicar quando comparamos somente alunos portugueses.
Na pergunta 1.4 identificam-se duas estratégias nas entrevistas: uma que faz referência à inclinação da curva usando uma linguagem do dia-a-dia e uma outra que compara o crescimento efectivo das raparigas em diferentes intervalos de idade. O erro mais habitual nos alunos entrevistados é restringirem a sua justificação à comparação entre o crescimento dos rapazes e o das raparigas somente num intervalo. No caso dos testes escritos a maioria dos alunos apenas menciona que a altura das raparigas fica abaixo da altura dos rapazes. Provavelmente esta forte tendência dos alunos para compararem o crescimento das raparigas com o dos rapazes decorrerá da questão anterior, na qual estava envolvida essa comparação. Adicionalmente as dificuldades sentidas pelos alunos neste item podem ser fruto: (i) da necessidade, explícita nos critérios de classificação, de compreender o conceito de inclinação e variação, nem sempre muito explorado nas aulas pelos alunos em causa neste estudo; (ii) da própria natureza do item, que procura levar os alunos a explicitar o modo como esta variação ocorre, através de um processo de argumentação e comunicação escrita, que se revelou um aspecto da competência matemática pouco desenvolvido nos nossos alunos.

Tarefa II – Farol
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O tema central desta tarefa é Funções e Álgebra, sendo a ideia abrangente Transformações e Relações. É uma tarefa que requer a mobilização dos conhecimentos, compreensão e destrezas matemáticos dos alunos para avaliar aspectos de uma situação externa que pode ter consequências relevantes na vida pública. As questões envolvem a análise de uma sequência em que existe um padrão que se repete ciclicamente. Trata-se de um item do teste piloto do PISA 2003, pelo que não existem resultados referentes aos alunos portugueses nem à média da OCDE. Deste modo, não será possível fazer uma análise comparativa com os resultados dos alunos participantes no presente estudo.

2.  Os faróis são torres, com um sinal luminoso no topo, que ajudam os navios a descobrirem a sua rota à noite, quando navegam próximo da costa.
O sinal de um farol emite feixes luminosos, de acordo com uma sequência regular. Cada farol tem a sua própria sequência.


[image: image2]
No diagrama anterior, vê-se a sequência de feixes de um certo farol. Os feixes luminosos alternam com períodos de escuridão. Trata-se de uma sequência regular. Ao fim de um certo tempo, a sequência repete‑se. A duração de uma sequência completa, até ao instante imediatamente antes de se voltar a repetir, chama-se período. Quando se descobre o período de uma sequência, é fácil continuar o diagrama pelos segundos, minutos ou até mesmo horas seguintes.

Questão 2.1

Apresentação
Este é, originalmente, um item de escolha múltipla do grupo Conexões, envolvendo a identificação da regularidade presente na sequência e a indicação do período correspondente. É pedido aos alunos que identifiquem qual é a opção que corresponde ao período da sequência deste farol, e a justifiquem de modo a compreender o seu raciocínio.
2.1. Qual dos seguintes períodos pode corresponder à sequência deste farol? Justifique.

A. 2 segundos

B. 3 segundos

C. 5 segundos

D. 12 segundos

Os critérios de classificação desta questão e os resultados obtidos pelos alunos no estudo encontram-se registados no quadro 5. Podemos verificar que a maioria dos alunos (78,7 %) respondeu correctamente. 

	Q 2.1.
	Alunos no estudo

	
	N.º
	%

	Cotação total
	Código 1: C. 5 segundos
	74
	78,72

	Cotação nula
	Código 0: Outras respostas
	16
	17,02

	
	Código 9: Sem resposta
	4
	4,26


Quadro 5 – Critérios de classificação e resultados obtidos na questão 2.1. do teste escrito, pelos alunos do estudo.

Estratégias
Quase todos os alunos entrevistados respondem correctamente seleccionando a opção C, com excepção de André que dá outra resposta. 

Das entrevistas é possível verificar que todos os alunos seguem a mesma estratégia para chegar à resposta: lêem o enunciado da questão e paralelamente vão fazendo a leitura do diagrama que traduz uma regularidade. A justificação dada por Raquel evidencia esta estratégia.

Fui ver, ao diagrama e fui ver a sequência e ver onde é que ela se repetia outra vez. Aqui tínhamos 2 de escuridão, 1 de luz, 1 de escuridão, 1 de luz, e depois voltou outra vez 2 de escuridão, 1 de luz, 1 de escuridão, 1 de luz e 2 de escuridão. Quer dizer que entre um de luz, um de escuridão, um de luz, antes vem sempre dois de escuridão logo a sequência é sempre igual então quando ela se voltasse a repetir era quando tinha o período. 

A mesma estratégia é utilizada pelos restantes alunos. Rita, por exemplo, na leitura do diagrama opta por um processo de contagem: “Então tenho que contar os quadrados donde, ou seja, os segundos que vai do início até ao fim onde vai a volta ao contrário, então 1, 2, 3, 4, 5 traços ou seja 5 segundos”. João percebe que “o ciclo acaba ao fim de 5 segundos e de 10 segundos. De cinco em cinco segundos isto repete-se”.
Dificuldades 
Bernardo e Diana revelam alguma dificuldade inicial. Bernardo fica um pouco confuso com a leitura do enunciado, mas após a sugestão da professora para reler a definição de período facilmente dá a resposta correcta. Diana tem alguma dificuldade em interpretar a questão, mas após nova leitura e algum tempo de observação do diagrama chega à resposta.

André acaba por ser o aluno que revela maiores dificuldades na leitura do diagrama e interpretação da definição de período, dando uma resposta errada.
A – Este diagrama está-nos a indicar os feixes luminosos do farol.

P – Só os luminosos?

A – E da escuridão que o envolve. Ah! “Qual dos seguintes períodos pode corresponder à sequência deste farol? Justifique.”.
P – Períodos de quê? O que é que é um período?

A – Um período de uma sequência é o tempo em que esta ocorre.

P – Sim, e isso quer dizer o quê?

A – Que de x em x tempo o farol emite raios luminosos.

P – Então?

A – É de 3 em 3 segundos.

P – O que é tu pensas disto? (Aponta para a sequência de feixes que emite o farol representada no papel)

A – Porque…o farol aqui varia de um para um (e aponta para a sequência de feixes luminosos) e aqui de dois para dois e isso acontece sucessivamente. Uma, duas, três vezes…

P – E essa repetição ocorre ao fim de quanto tempo? 

A – Ao fim de 2 segundos.

A primeira resposta dada surge como consequência de uma leitura pouco cuidada do enunciado e do facto de André considerar apenas a intermitência dos feixes (acende/apaga). Por outro lado, o aluno manifesta dificuldades na identificação do período completo (feixes de luz + escuridão) e justifica que “a dificuldade estava em perceber que a sequência completa era luz e mais a escuridão”. Contudo, após uma nova leitura do enunciado, verifica a definição de período e analisando o diagrama segundo a segundo, seguindo o percurso dos feixes luminosos verifica que há uma sequência seguida de repetição, chegando à resposta correcta.

Questão 2.2

Apresentação 
Esta é uma questão de escolha múltipla, em que se pede adicionalmente aos alunos que apresentem os cálculos para permitir perceber o seu raciocínio. A questão está associada a um processo de Conexões, onde os alunos têm de verificar que o farol emite feixes luminosos durante dois segundos, num período, e indicar durante quantos segundos esta situação ocorre, ao longo de um minuto. 

2.2. Ao longo de um minuto, durante quantos segundos é que o farol emite feixes luminosos? Apresente os cálculos que efectuar.

A. 4

B. 12

C. 20

D. 24

No quadro 6 podemos constatar que apenas 54,26% dos alunos identificaram a opção correcta, não estando muito longe da percentagem de alunos que obteve cotação nula, 45,74%. 

	Q 2.2.
	Alunos no estudo

	
	N.º
	%

	Cotação total
	Código 1: D. 24
	51
	54,26

	Cotação nula
	Código 0: Outras respostas
	35
	37,23

	
	Código 9: Sem resposta
	8
	8,51


Quadro 6 – Critérios de classificação e resultados obtidos na questão 2.2. do teste escrito, pelos alunos no estudo. 

Estratégias
Nas entrevistas é possível verificar que todos os alunos utilizam como estratégia a contagem dos feixes luminosos associados ao padrão e que a maioria aplica de seguida a regra de três simples.
Vejamos como exemplo as respostas de Raquel. Na primeira, comete um erro na indicação da regra de três simples. 
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1.ª resposta de Raquel: regra de três simples.

Após sugestão da professora, a aluna procede a uma contagem dos feixes luminosos em cada período conseguindo assim determinar o número de feixes luminosos por minuto.
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2.ª resposta de Raquel: contagem dos feixes luminosos numa sequência.

Joana, por sua vez, começa por fazer a conversão de segundos para minutos: “...então 60 segundos é igual a 1 minuto”. Porém rapidamente clarifica o seu raciocínio e dá a resposta correcta “Tenho que fazer que 5 segundos vai 2 feixes, em 60 segundos vai para quantos feixes? Tenho que multiplicar 60 por 2 a dividir por 5 que me deu 24”.

Dificuldades
Rita começa por ler o enunciado e rapidamente propõe a aplicação da regra de três simples para obter a resposta a esta questão. Porém, ao fazer a contagem dos feixes luminosos existentes considera o período como sendo de 13 segundos. Seguidamente, faz um arredondamento por excesso conseguindo adaptar o seu resultado a uma das opções de resposta apresentadas, dando a resposta correcta. 
R – Então, posso fazer uma regra três simples, com os 13 segundos. 1, 2, 3, 4, 5. Então eu posso construir uma regra três simples. Em 13 segundos ele emite 5 feixes de luz, em 60 segundos vai dar x. 

(…)
R – Então em 13 segundos ele emite 1, 2, 3, 4, 5 feixes de luz. Em 60 segundos ele vai emitir, x. Então 
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 feixes. Logo o que está mais próximo é o 24. É a D.

A professora pergunta-lhe então se esta é a única hipótese de resolução para este problema, ao que a aluna responde que outra hipótese seria continuar o diagrama, mas para ela a regra de três simples é a mais fácil. Após algumas sugestões da professora a aluna detecta o erro e chega então ao valor esperado.
P – Porque é que escolheste os 13 segundos? Podias ter escolhido outro… achas que deverias ter escolhido os 13 segundos? Em 13 segundos tu tens repetições completas?

R – Não.

P – Tinhas de parar onde?

R – Nos 10.

P – Então experimenta, na parte de trás da folha fazer esse raciocínio com os 10 segundos. 

R – 10 está para 4, assim como 60 está para x. Então 
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Bernardo também apresenta um erro de cálculo na primeira resolução, mas depois é crítico na resposta que obtém, detectando o erro e corrige-o. 

Numa primeira estratégia Diana erra ao utilizar a regra de três simples, verificando que não obtém nenhum dos resultados que são apresentados como opção. Numa segunda estratégia articula correctamente os dados que lhe são dados, mas manifesta dificuldades de cálculo que supera quando recorre à calculadora.

D – Humm, não dá. É que eu estava a pensar que 1 minuto tem 60 segundos.

P – Qual era o teu raciocínio quando estavas a fazer essa correspondência?

D – Aqui a sequência tinha 5 segundos. E o minuto tem 60 segundos. Mas não dá! Mas eu fiz 60 vezes 5 mas não dá. 

P – O que é que te pedem?

D – [Diana lê a questão e leva algum tempo a pensar] Num período só há duas vezes feixes de luz. Portanto, num minuto….Ah já percebi!! Hum…mas e agora como é que eu faço?

P – Qual é que está a ser a tua dúvida?

D – Não sei qual é a conta que devo fazer…[leva algum tempo a pensar]

P – O que é que queres relacionar?

D – O minuto com o período. [está muito pensativa] 
P – Então?

D – Hum... mas não sei fazer isto [procurando calcular 60 ( 2 e posteriormente, 120/5].

(…)

D – Posso utilizar a calculadora?. 

André tem o raciocínio correcto mas, à semelhança de Diana, numa primeira fase erra os cálculos. Após ser questionado pela professora reformula a questão. Faz mentalmente o cálculo e não revela grande dificuldade. O seu erro inicial parece estar associado à vontade de ser rápido a responder.

Questão 2.3

Apresentação
Este é um item que não fez parte do PISA, tendo sido criado por nós. Envolve um processo de Conexões, no qual os alunos podem continuar a sequência até ao intervalo de tempo pedido e verificar o que acontece, ou estabelecer uma analogia entre o que ocorre nos períodos iniciais e neste intervalo de tempo. 

2.3 Entre o 30.º e o 31.º segundos existe luz ou escuridão? Justifique.

Observando o quadro 7, podemos verificar que o desempenho dos alunos do estudo é pouco satisfatório: apenas 34% dos alunos responde correctamente e igual percentagem não dá resposta.

	Q 2.3.
	Alunos no estudo

	
	N.º
	%

	Cotação total
	Código 1: Escuridão.
	32
	34,04

	Cotação nula
	Código 0: Outras respostas.
	30
	31,91

	
	Código 9: Sem resposta.
	32
	34,04


Quadro 7 – Critérios utilizados na classificação da questão 2.3. e

resultados obtidos do teste escrito, pelos alunos no estudo. 

Estratégias

Nas entrevistas verifica-se que a maioria dos alunos recorre ao período para responder à questão, olhando para o 30.º segundo como um múltiplo de 5 ou de 10. Rita, por exemplo, responde correctamente logo de início, usando como período os 10 segundos:

Pensei que um período demorava 5 segundos, logo fazendo sequencialmente fui transposto o período, para um período mais avançado. (...) Fiz uma associação, entre o período entre os 10 primeiros segundos, e depois mais para a frente entre o período do 30 e 31.º segundos.

No caso de Joana, a aluna justifica a sua resposta afirmando “Eu acho que é escuridão porque 30 é múltiplo de 5 e além disso começamos…, eu também pensei porque começa no zero e 30.º, 31.º e 1.º.”

A forma decidida com que Bernardo responde a esta questão revela alguma facilidade na composição do seu raciocínio “Escuridão, porque tal como está escrito na figura no início de cada sequência há dois segundos de escuridão, sendo 30 segundos o início de uma sequência, haverá dois segundos de escuridão”.

Dificuldades
De um modo geral, os alunos não tiveram dificuldade em apresentar uma justificação para esta pergunta, à excepção de Raquel e de André. Raquel começa por interpretar mal a questão, estabelecendo erradamente uma analogia com a questão anterior. Após ser recordada pela professora do que se pretende, a aluna recorre ao processo de contagem, conseguindo chegar à resposta correcta.
R – Então, de 5 em 5 períodos há feixes… há luz e escuridão. Ao longo de 60 segundos há…

P – Mas nós não queremos os 60.

R – Sim, mas ao longo dos 60 existem 24. Então se ao longo de 60 existem 24, ao longo de 30 vai-se dividir por 2, 24 a dividir 2 vai dar 12. Então ao longo de 30 existem 12.

André, por sua vez, fica atrapalhado com o enunciado ao confundir graus com segundos, devido à abreviatura que é ali utilizada. Contudo, a professora esclarece-lhe essa confusão de notação. Imediatamente chega ao resultado, afirmando que 30 é múltiplo de 10 e fazendo uma comparação com o diagrama.
Comentário 
Globalmente a grande dificuldade dos alunos nesta tarefa consistiu exactamente na aplicação do padrão na resolução das questões. É de salientar que nas duas primeiras questões mais de 50% dos alunos que realizaram o teste escrito obtiveram a cotação total, o que revela um bom desempenho, no entanto, não dispomos de resultados do PISA neste item que possibilitem uma comparação.
Na questão 2.1, a grande maioria dos alunos entrevistados assinala a opção correcta, identificando, claramente, o período com base na análise do diagrama. No entanto, ainda se observam algumas dificuldades quanto ao significado de período da sequência.
Na questão 2.2, os alunos identificam o número de feixes luminosos no período e, assim, determinam quantos existem em 60 segundos. Por outro lado, alguns alunos erram inicialmente a resposta mas depois conseguem identificar os seus erros e adoptar uma estratégia correcta que os conduz à solução, por contagem directa ou recorrendo a uma regra de três simples.

Na questão 2.3, a estratégia adoptada passa pela identificação do que sucede durante os primeiros segundos de um período e pela verificação de que aos 30 segundos começa um novo período. Apenas uma aluna não consegue compreender o que é pedido.

Reflexão sobre o estudo
Através deste estudo exploratório procurámos conhecer o modo como os nossos alunos abordam situações matemáticas propostas nos estudos internacionais PISA, identificando as estratégias e as dificuldades que enfrentaram e procurando interpretá-las à luz do currículo nacional e das práticas lectivas dos professores.

Mais do que comparar resultados absolutos dos alunos participantes neste estudo com os do PISA 2003, interessa-nos compreender o seu sentido. Assim, ao verificarmos que, no conjunto das sete questões analisadas, a percentagem de alunos que apresentam respostas correctas situa-se acima dos 54% em cinco delas e acima dos 64% em quatro delas, poder-se-ia considerar que os resultados são bastante satisfatórios. Contudo, coloca-se a questão de compreender que tipo de itens são estes. Efectivamente, dos cinco itens em que mais que 50% dos alunos apresentam uma resolução correcta, somente dois pertencem ao grupo de competências Conexões, situando-se as outras no grupo Reprodução.
Verifica-se igualmente que a generalidade destes alunos não tiveram grandes dificuldades na leitura e interpretação de gráficos, destacando-se como aspecto muito positivo o seu desempenho na tarefa 2 que envolve uma representação gráfica muito pouco usual e em que é necessário relacionar a informação verbal (relativamente longa) com a informação gráfica.

Porém, mais problemáticos que os itens do grupo Conexões são aqueles que envolvem a mobilização de capacidades de comunicação, ao pedir-se ao aluno, por exemplo, que “Explique de que modo…” (Q 1.4) ou “Justifique” (Q 2.3). Os maus resultados observados ocorrem principalmente no teste escrito, dado que a maioria dos alunos entrevistados consegue dar uma resposta adequada à questão quando são interpelados pelo entrevistador. Portanto, não se poderá dizer em abstracto que os alunos são deficitários no que diz respeito às competências comunicacionais no âmbito da Matemática. O que observámos leva-nos a conjecturar que, na génese dos resultados menos positivos dos nossos alunos neste domínio, estará uma atitude de resistência à escrita em linguagem corrente na Matemática e à justificação de raciocínios, provavelmente associada às concepções que têm sobre o que se espera deles nesta disciplina: a Reprodução de procedimentos aprendidos e a utilização de uma linguagem matemática estritamente simbólica.
Uma outra reflexão, suscitada por este estudo exploratório, diz respeito à influência que o formato dos enunciados, quer quanto à linguagem utilizada quer quanto à sequência em que surgem nas questões, pode ter nos resultados dos alunos em testes escritos como os do PISA. Tal sugere, por um lado, lacunas no domínio da comunicação, ao nível da interpretação de textos e da selecção de informação necessária, e, por outro, a tendência para uma leitura rápida e pouco concentrada dos enunciados. Os problemas que a organização das questões lhes causam, induzindo-os em erro, poderá também espelhar as suas concepções sobre as tarefas matemáticas, criando estes a expectativa de que exista sempre algum encadeamento entre as várias perguntas.

O estudo PISA visa avaliar competências matemáticas em situações que podem por vezes envolver vários conceitos matemáticos (GAVE, 2004), pelo que não é muito fácil relacionar os resultados, no sentido da lógica do currículo nacional. No entanto, podemos observar neste estudo que os alunos dominavam na maioria dos casos os conceitos necessários para resolver as questões. Uma excepção diz respeito à taxa de variação que surge na tarefa 1, que apenas se encontra referida no programa do 9.º ano. É de notar que alguns alunos, embora estando ainda no 8.º ano, conseguiram utilizar informalmente o conceito (que era, aliás, o objectivo do item do PISA), revelando que este pode ser construído, de forma natural, no decurso do estudo de gráficos de funções.

Saliente-se também, ao nível do currículo de matemática, um desempenho encorajador dos alunos no domínio dos Padrões e Regularidades, especialmente por surgir num contexto não familiar. Estes resultados levam-nos a crer que, uma aposta mais forte na resolução de problemas neste domínio, poderá favorecer o desenvolvimento do pensamento algébrico, por parte dos alunos (Schoenfeld & Arcavi, 1999).

Em muitas das entrevistas percebe-se que os alunos conseguem fazer mais do que revelam inicialmente quando abordam a questão por escrito. A situação de entrevista revela também que muitos alunos são pouco autónomos nas questões de interpretação, o que decorrerá do tipo de tarefas que geralmente lhes são propostas e, por vezes, de ser o próprio professor a fazer a interpretação dos enunciados no lugar deles.

Observou-se também nas entrevistas que, por vezes, o facto do aluno comunicar oralmente a estratégia que seguiu o ajuda a organizar o seu pensamento e a corrigir determinados erros, o que vem enfatizar a importância da interacção com o outro na sala de aula.

Finalmente, podemos ainda verificar que os alunos cometem, com bastante frequência, erros de interpretação, de cálculo e outros, que poderiam corrigir se estivessem habituados a verificar as suas resoluções e a ser críticos em relação aos resultados que obtêm. É de salientar que o estudo nacional do PISA 2003 (GAVE, 2004) revela que os alunos com melhor desempenho ao nível da literacia matemática tendem a usar mais estratégias de controlo no estudo, verificando aquilo que aprenderam, o que também se poderá aplicar à própria verificação do trabalho que realizam.
A proposta de tarefas com características como as que focamos neste artigo torna evidentes algumas fragilidades ao nível da interpretação do que é pedido num determinado enunciado, da selecção da informação relevante a um determinado problema e da comunicação, mas também muitas potencialidades por parte dos alunos. Torna-se, pois, necessário que questões como estas sejam trabalhadas na aula e que o professor assuma um papel mais abrangente, enquanto facilitador da comunicação, orientando os alunos no sentido de lhes proporcionar uma construção cada vez mais autónoma dos seus raciocínios.
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O CRESCIMENTO: critérios de codificação q 1.4.


Cotação total


O critério essencial é que a resposta deve fazer referência à «alteração» da inclinação da curva relativa às raparigas. Esta referência pode ser explícita ou implícita. Os códigos 11 e 12 são para respostas que mencionem explicitamente a inclinação da curva do gráfico, enquanto o código 13 é para respostas onde sejam apresentadas comparações implícitas usando o aumento efectivo da altura antes e depois dos 12 anos de idade. 


Código 11:	Faz referência à redução da inclinação da curva a partir dos 12 anos, utilizando uma linguagem do dia-a-dia e sem utilizar uma linguagem específica da matemática. 


Não aumenta mais, endireitando-se.


A curva fica plana. 


É mais plana depois dos 12 anos.


A curva das raparigas começa a ficar plana, e a dos rapazes fica maior.


Endireita-se, enquanto a dos rapazes continua a subir. 


Código 12:	Faz referência à redução da inclinação da curva a partir dos 12 anos, utilizando uma linguagem específica da matemática. 


Vemos que a inclinação é menor.


A taxa de variação do gráfico diminui a partir dos 12 anos.


[O aluno determina os ângulos da curva relativamente ao eixo dos x, antes e depois dos 12 anos.]


De forma geral, se são utilizadas palavras como «gradiente», «inclinação», ou «taxa de variação», considere que o aluno utilizou uma linguagem específica da matemática.


Código 13:	Compara o crescimento efectivo (a comparação pode ser implícita).


De 10 a 12 o crescimento é de cerca de 15 cm, mas dos 12 aos 20 o crescimento é de apenas 17 cm.


O crescimento médio dos 10 aos 12 anos é cerca de 7,5 cm por ano, mas cerca de 2 cm por ano dos 12 aos 20 anos.


Cotação nula


Código 01:	O aluno indica que a altura das raparigas fica abaixo da altura dos rapazes, mas NÃO menciona o declive da curva relativa às raparigas, nem faz uma comparação entre o índice de crescimento das raparigas antes e depois dos 12 anos.


A curva das raparigas fica abaixo da dos rapazes.


Se o aluno mencionar que a curva relativa às raparigas fica menos íngreme, BEM COMO que a curva fica abaixo da curva relativa aos rapazes, então deve ser atribuída a cotação total (código 11, 12 ou 13). Não se pede nesta questão uma comparação entre as curvas relativas aos rapazes e às raparigas; por isso ignore qualquer referência a esse tipo de comparação e faça uma avaliação baseada no resto da resposta. 


Código 02:	Outras respostas incorrectas. Por exemplo, a resposta não refere as características da curva, uma vez que a questão é explicitamente sobre o modo como o GRÁFICO mostra ... 


As raparigas atingem a maturidade mais cedo.


Porque as raparigas atingem a puberdade antes dos rapazes e o seu pico de crescimento dá-se mais cedo.


As raparigas crescem pouco depois dos 12 anos. [Faz uma afirmação de que o crescimento das raparigas é mais lento depois dos 12 anos mas não faz qualquer referência à curva.]


	Código 99:	Sem resposta.




















O CRESCIMENTO: critérios de codificação q 1.3.


Cotação total


Código 21:	Indica o intervalo correcto, dos 11 aos13 anos.


Entre os 11 e os 13 anos.


Em média, as raparigas são mais altas que os rapazes desde os 11 anos até aos 13 anos.


11-13.


Código 22:	Afirma que as raparigas são maiores que os rapazes quando têm 11 e 12 anos. (Esta resposta é correcta em linguagem corrente, porque faz referência ao intervalo dos 11 aos 13 anos). 


As raparigas são maiores que os rapazes quando têm 11 e 12 anos.


11 e 12 anos.


Cotação parcial


Código 11:	Outros subconjuntos de (11, 12, 13), que não estejam incluídos na secção relativa à cotação total. 


12 a 13.


12.


13.


11.


11,2 a 12,8.


Cotação nula


Código 00:	Outras respostas.


1998.


As raparigas são maiores que os rapazes quando têm mais de 13 anos.


As raparigas são maiores que os rapazes dos 10 aos 11.


Código 99:	Sem resposta.
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