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3  A aprendizagem da Matemática
3.1  Introdução

No capítulo anterior abordámos estudos de natureza curricular levados a cabo pelos educadores matemáticos. A temática da comparação entre métodos de ensino é das mais antigas na investigação em Educação Matemática, e cedo foi completada pela necessidade de conhecer os efeitos destes métodos sobre os alunos. Os primeiros estudos das aprendizagens matemáticas confrontam resultados de exames de alunos provenientes de escolas distintas, de anos distintos, ou dos dois sexos. No entanto, a mera quantificação estatística destes resultados rapidamente se revelou insuficiente e uma das fontes privilegiadas a que os educadores matemáticos recorreram para compreender os modos pelos quais os alunos aprendem Matemática tem sido a Psicologia. A ideia de que a compreensão dos objectos e processos matemáticos bem como dos modos como se desenvolve a sua aprendizagem pode ser estudada no âmbito da inteligência ou da cognição geral tem tradições extremamente fortes na investigação educativa. A Psicologia, por seu lado, tem também partilhado (e mesmo reforçado) esta visão e os conhecimentos matemáticos têm desempenhado um papel central na teoria e nas investigações empíricas realizadas pelos investigadores de muitas correntes psicológicas.


Isso mesmo tem ocorrido em Portugal. No nosso país, a investigação sobre aprendizagens inicia-se com trabalhos que interligam recolhas de dados estatísticos sobre resultados de provas de exames com um substracto difuso de cariz psicológico. Logo no primeiro trabalho de investigação realizado nesta área em 1947 se encontra uma referência explícita ao comportamentalista Thorndike (1922), que considerava que todos os processos mentais consistem no funcionamento de conexões inatas ou adquiridas entre situações e respostas. Os trabalhos dessa época são, no entanto, escassos e só bastante mais tarde — mais precisamente em princípios dos anos 80 — se inicia verdadeiramente a investigação sobre as aprendizagens matemáticas dos alunos. Nessa altura a influência dos trabalhos de Jean Piaget faz-se sentir em muitas investigações. Este autor estudou profundamente o que denominou de génese de estruturas lógicas que ocorre, na sua perspectiva, através da assimilação, acomodação e equilibração de experiências segundo uma sequência invariável de níveis cognitivos (ver, por exemplo, 1986). Os níveis de Piaget, em especial no contexto do número e da geometria, são estudados em meados dos anos 80 por psicólogos e por educadores matemáticos, que se preocupam também com a adequação dos currículos do ensino primário a estas teorias. Os trabalhos de Piaget perduram ainda hoje, fundamentalmente através da influência de Gérard Vergnaud, um autor neopiagetiano, cuja teoria sobre estruturas multiplicativas (1983) veio inspirar alguns trabalhos realizados no nosso país já nos anos 90. Estudos procurando compreender em detalhe os processos cognitivos no âmbito de outras teorias (recorrendo a enquadramentos como os de Brownell, 1942, por exemplo) estão completamente ausentes até aos anos 80.


No final dos anos 80 e nos anos 90 começam a aparecer investigações de algum modo influenciadas pelas correntes cognitivistas (Resnick e Ford, 1981), que se debruçam sobre os erros e as concepções erróneas. O estudo dos erros passa a ser visto como um meio vital de analisar a diversidade de modos através dos quais os alunos compreendem os conceitos matemáticos. Gradualmente este tipo de investigações assume uma perspectiva construtivista distanciada de Piaget, sublinhando que o conhecimento é activamente construído pelo indivíduo e não passivamente recebido do meio e que conhecer não descobre um mundo independente, pré-existente, exterior à mente do sujeito, mas é um processo adaptativo que organiza o mundo experiencial de cada um (von Glasersfeld, 1984).

 
Não foram apenas correntes psicológicas que influenciaram a investigação sobre aprendizagens da Matemática. Trabalhos inspirados pela corrente back to basics, propondo um reforço do ensino dos aspectos computacionais da Matemática (Kline, 1976), apareceram timidamente em Portugal no princípio dos anos 80. Mas foi sobretudo em muitos trabalhos realizados na área da resolução de problemas e dos processos de raciocínio matemático complexo, que se identifica uma influência decisiva das perspectivas da Ciência Cognitiva, fundamentalmente através dos trabalhos de diversos educadores matemáticos. Na área da resolução de problemas é particularmente significativa a presença de Schoenfeld (1985), através do seu quadro de análise que distingue o conhecimento de base, as estratégias de resolução de problemas, a metacognição e os aspectos afectivos. Na área da modelação, destaca-se sobretudo Lesh (1981), com as suas noções de desenvolvimento conceptual local. Estes autores, para além de um profundo conhecimento das teorias psicológicas, dão uma importância fundamental às questões da Epistemologia e da natureza da Matemática.


A compreensão de que a capacidade matemática é indissociável do que somos enquanto indivíduos inseridos numa cultura tem vindo a ganhar corpo na investigação em educação matemática. Esta perspectiva tem vindo a ser proposta quer no âmbito do construtivismo social de cariz mais ou menos vygotskiano ou de origem antropológica (Lave, 1988; Vygotsky, 1978), quer da psicologia social (Carraher, Schliemann e Carraher, 1991), e constitui hoje uma área emergente da investigação em Portugal. Outra linha de trabalho que começa a assinalar a sua presença na investigação em educação matemática dá especial atenção aos aspectos da linguagem e do discurso e a sua relação com o pensamento matemático (Lakoff, 1987).


Verifica-se assim, que o estudo da aprendizagem matemática requer, para além da Psicologia, o contributo de outros saberes, alguns mais ligados aos processos sociais, como a Sociologia e a Antropologia, outros que remetem para os problemas do conhecimento e da linguagem, como a Filosofia, a Epistemologia e a Linguística. Para se tornar relevante para a prática profissional, este estudo envolve também, de modo muito decisivo, uma sensibilidade para integrar todas estas abordagens, respeitando as características particulares do conhecimento matemático.


Neste capítulo organizamos os trabalhos de investigação em quatro áreas fundamentais. Existem, em primeiro lugar, estudos de grande dimensão que procuram caracterizar o conhecimento matemático tomado em geral. Em segundo lugar existem estudos que procuraram conhecer as aprendizagens de tópicos matemáticos particulares. O estudo dos múltiplos aspectos ligados aos processos matemáticos constituem a terceira secção deste capítulo. Finalmente, este termina com uma última secção dedicada a aspectos individuais e sociais da aprendizagem da Matemática.

3.2  Estudos de desempenho matemático

Têm-se realizado em Portugal diversos trabalhos procurando caracterizar o desempenho matemático dos alunos portugueses. Na sua maior parte, estes estudos recorrem a amostras numerosas, mais ou menos representativas da população nacional. Algumas vezes são estudadas as notas ou os resultados dos alunos em testes escolares, mas na maior parte dos casos é solicitado o preenchimento de um inquérito, a resolução de um teste, ou a realização de uma tarefa estruturada. Estas investigações mobilizam recursos muito amplos e tendem a criar fortes expectativas na opinião pública e nos intervenientes directos no processo educativo, esperando-se que respondam a questões como “mas afinal os nossos alunos sabem ou não sabem Matemática?” ou “será que o dinheiro gasto pelos contribuintes na educação está a ser bem aplicado?” Esta exposição pública acaba por distorcer o significado destes estudos e empolar a sua relevância.


Na verdade, estes trabalhos servem para comparar certas competências que o currículo espera produzir com aquelas que são aprendidas, estabelecer comparações com outros países, detectar diferenças de conhecimentos entre grupos específicos da população (rapazes-raparigas, diferenças regionais, etc.), e, eventualmente, assinalar zonas-problema. Potenciam a realização de investigações mais finas. No entanto, não se pode esquecer que contêm duas limitações intrínsecas incontornáveis. Por um lado, as suas conclusões dependem, em última análise, dos resultados de um teste ou de um inquérito, e poderiam conhecer variações notáveis, outro tivesse sido o critério que presidiu à sua elaboração. Por outro lado, estes estudos indicam correlações e não causalidades. Por exemplo, seria absurdo inferir do facto de que os alunos que indicam ter mais livros em casa são os que têm melhor desempenho num destes testes
 que é a existência de livros que causa este bom desempenho. Neste caso, o mais provável é haver factores que causem o bom desempenho desses alunos e a importância que as famílias respectivas dão aos livros. O estudo apenas nos indica que existe uma associação e não uma causalidade entre estas duas variáveis. Estas limitações são muitas vezes menosprezadas nas reacções públicas aos resultados obtidos pelos alunos, tanto em Portugal como noutros países. Assim, num relatório recente sobre a situação do ensino das ciências na Europa (Solomon, 1995), refere-se precisamente como os maus (ou mesmo os bons) resultados em testes internacionais são re-interpretados pelos governos ou por diversos sectores da opinião pública muito para além das conclusões referidas pelos investigadores, normalmente em apoio de teses de natureza política pré-existentes.


Os trabalhos sobre o desempenho matemático distribuem-se por três áreas-chave. Em primeiro lugar, o estudo do desempenho matemático genérico dos alunos portugueses. Em segundo lugar, a comparação desse desempenho com o de alunos de outros países. Por último, o estudo do desempenho matemático do conjunto da população portuguesa. Vejamos então os estudos realizados na primeira destas áreas.

Desempenho matemático em geral

O trabalho mais antigo sobre o desempenho matemático dos alunos portugueses foi feito nos anos 40 por uma professora do ensino liceal, Maria Teodora Alves (1947). Este estudo tem por objectivo averiguar as deficiências de técnica de cálculo de 129 alunos do 2º ano
 do Liceu de Passos Manuel em Lisboa. Para a autora “sem o conhecimento da técnica do Cálculo Aritmético e Algébrico não é possível prosseguir no estudo da Matemática e extrair portanto, as vantagens que esse estudo proporciona à formação mental da criança e do adolescente” (p. 14). Ela argumenta, socorrendo-se de Thorndike, que o conhecimento matemático desempenha um papel importante através da “influência que uma melhoria ou transformação numa função mental tem sobre as outras funções mentais” (p. 14). Utiliza um teste e recorrendo a uma análise estatística sofisticada, conclui que os alunos revelavam “graves deficiências” (p. 16).


Um segundo trabalho é efectuado em 1958 (Será a Matemática a disciplina em que os alunos dos liceus dão menos rendimento?). Trata-se de um levantamento sistemático do número de notas negativas em Matemática e noutra disciplinas, procurando verificar “em que medida a Matemática é a disciplina mais difícil do ensino secundário [liceal]” (p. 41). Para isso são comparadas as notas negativas dos estudantes do 1º e 2º ciclos dos liceus de Lisboa
 no terceiro período de 1956 (6338 alunos) em Matemática com as das outras disciplinas. Verifica-se que nos dois ciclos a Matemática é a disciplina que apresenta um maior número de notas negativas (1º ciclo, 36%; 2º ciclo, 34%). Os autores consideram que existe um exagero de notas negativas, quer a Matemática, quer a Português, com origem em critérios demasiado exigentes. Trata-se fundamentalmente de um artigo de opinião baseado num levantamento rigoroso da situação, mas que não se apoia numa problemática de estudo aprofundado da realidade educativa. Não se trata pois, ainda, de um trabalho de investigação educativa, pelos padrões actuais.


Este estudo revela ainda diferenças importantes entre os rapazes e as raparigas. Embora no 1º ciclo estas apresentem um número ligeiramente superior de negativas do que os rapazes, no 2º ciclo a situação inverte-se de forma dramática, com os rapazes apresentando cerca de 40% de negativas e as raparigas apenas cerca de 30%. Comparando com outras disciplinas, no 1º ciclo a Matemática aparece como a disciplina em que quer os rapazes quer as raparigas têm um maior número de negativas (mais de 30%). Quanto ao 2º ciclo, esta situação mantém-se para os rapazes, enquanto que nas raparigas a Matemática aparece na 3ª posição, depois das Ciências Naturais e do Francês.


Tal como hoje, existia então grande preocupação com as competências matemáticas e com a dimensão do insucesso em Matemática. Num pequeno artigo de opinião, Bento de Jesus Caraça (1943), apoiado em dados estatísticos sobre as percentagens de aprovações em exames de admissão ao Instituto Superior de Ciências Económicas e Financeiras, bem como referindo algumas respostas exemplares, aponta que “[se vêem] nas provas de muitos candidatos que, no entanto, mostram não ser totalmente desprovidos de aptidões, certos hábitos e vícios de raciocínio e comportamento em face dos resultados do seu trabalho, que são altamente perniciosos” (p. 7). Caraça refere, em particular, erros persistentes em áreas da matemática elementar, como operações aritméticas e cálculo de áreas e volumes. Salvaguardando as diferenças importantes entre o contexto escolar dos anos 40 e 50 e os dos anos de hoje — recordemos em especial a existência de liceus e escolas técnicas, para não falar da diferença abissal dos programas — as preocupações reveladas pelos trabalhos acima referidos mostram que o discurso actual sobre a falta de conhecimentos dos alunos tem muito de dejá vu. Estes estudos contrariam ainda a opinião que, por vezes, tem sido expressa (Mónica, 1997) de que nessa época a qualidade do ensino da matemática era elevada.


Durante quase vinte anos não se encontram trabalhos de investigação e só depois de 1974 se começa a assistir a um esforço concertado de investigação sobre o desempenho em Matemática, associado principalmente ao estudo da implementação de novos currículos no final dos anos setenta. Na sequência da criação do ensino secundário unificado em 1975 o Gabinete de Estudos e Planeamento (GEP) do então Ministério da Educação e Ciência é encarregado de realizar os trabalhos necessários para a avaliação, primeiro do 7º ano de escolaridade no ano lectivo de 1975/76 e mais tarde dos três anos do ensino secundário unificado, contando com o apoio técnico, científico e financeiro resultante de um acordo com a Suécia. Pretende-se saber qual o cumprimento dos novos objectivos, analisar obstáculos e obter indicações para eventuais alterações a introduzir nos novos currículos.


Quando se planeia a avaliação do ano lectivo de 1977/78 vê-se a necessidade de estudar em particular uma disciplina. O trabalho é realizado por Maria Emília Catela e Wiggo Kilborn, (1979) tendo-se optado pela Matemática por, segundo os autores, esta permitir mais facilmente estruturar hierarquicamente objectivos de conteúdo e, igualmente, por ser uma das disciplinas básicas para a aprendizagem de outras. São seleccionados os alunos das primeiras e últimas turmas do 8º ano de 7 escolas (4 da zona de Lisboa e 3 do Noroeste, num total de 22 turmas) procurando uma diversidade social e regional. São também seleccionados alunos de 25 turmas do 7º ano das mesmas escolas. Administram-se dois testes, um sobre conteúdos do 7º ano que foi apresentado aos alunos do 7º e do 8º anos, e outro sobre conteúdos do 8º, apresentado apenas aos alunos deste ano. Estes testes são elaborados com uma forte colaboração dos autores dos programas.


Apesar de o problema ser importante, e mesmo vital na época, o estudo tem lacunas a nível metodológico, que limitam o âmbito da análise dos dados. Por exemplo, são estudadas turmas do 7º ano, mas não se refere como são seleccionadas. Todas as comparações ou conclusões são feitas de um modo naturalista e nenhuma tem o apoio de uma análise estatística inferencial. Mesmo assim, é possível obter alguma informação deste trabalho. 


Entre as conclusões ressalta o facto que os resultados dos testes são francamente baixos. Cada teste tinha cinco grupos, quase todos com três questões de complexidade crescente em cada grupo. Quase todas as questões privilegiavam saberes de tipo algorítmico ou algébrico, nos quais a maior complexidade corresponde a substituir inteiros por fracções, ou adições e subtracções por multiplicações e divisões, ou incorporar potências. Esperava-se que 75% dos alunos respondessem à primeira questão, 50% à segunda e 25% à terceira. Era, pois, de esperar que os alunos obtivessem em média um resultado de 50% em cada grupo do teste. Os desempenhos são muito inferiores aos esperados, mesmo para os conteúdos do 7º ano testados no 8º. Em média, os alunos do 7º ano obtêm uma classificação de 13%, e os do 8º obtêm 24% nos conteúdos do 7º e 25% nos do 8º. Têm resultados particularmente baixos (cerca de 5%) os alunos do 7º ano nas questões envolvendo expressões algébricas e a resolução de equações e os do 8º na resolução de equações do 2º grau. Os resultados mais altos aparecem nas expressões numéricas do 7º ano (27%), nas operações com polinómios (39%) e na resolução de sistemas de equações (36%) do 8º, mesmo assim, longe da média de 50% esperada pelos autores dos programas. Não parece haver grande diferença entre os resultados do grupo da região de Lisboa e o do Nordeste, aparecendo o primeiro com melhores resultados no teste do 7º ano e o segundo no teste de conteúdos do 8º.


Os autores do relatório apresentam diversas razões para os resultados serem tão baixos. Alguns temas testados, por exemplo, o Teorema de Pitágoras no 8º ano, não haviam sido leccionados a muitos alunos. Outros temas, por exemplo, as expressões algébricas, em que os alunos parecem ser particularmente fracos, dependem de conhecimentos de anos anteriores ao 7º. Os fracos resultados dos alunos do 8º ano em temas do 7º dever-se-iam a terem tido anteriormente menos tempo lectivo. Existe, no entanto, uma outra razão de maior peso. Segundo refere o relatório, os testes reflectem essencialmente o desfasamento entre as expectativas dos autores dos programas e a realidade do ensino e da aprendizagem da Matemática dessa época.


Um segundo trabalho sobre o desempenho matemático é realizado no GEP em 1979 (Leal e Kilborn, 1981), tendo entre os seus objectivos a avaliação da capacidade de cálculo básico em Matemática dos alunos do ensino secundário unificado feita através de um teste focado em diversas variações das quatro operações aritméticas. Este estudo vem na sequência do movimento internacional conhecido como back to basics, avaliando os “conhecimentos básicos elementares para o cálculo matemático, conhecimentos esses fornecidos aos alunos até ao final do 4º ano de escolaridade” (p. 24).


São estudados alunos que tinham participado num trabalho anterior de Catela (69 alunos repetentes do 7º ano, 398 alunos do 8º), bem como 172 alunos do 4º e 172 do 6º. A estes alunos é aplicado um teste constituído por 10 questões, cada uma delas subdividida em 4 itens sobre conhecimentos aritméticos elementares que deveriam ter sido aprendidos até ao final do 4º ano de escolaridade. As respostas a cada item são classificadas em Certo, Errado ou Sem Resposta e é considerado que os alunos respondiam correctamente a cada pergunta se tinham respondido correctamente a todos os itens dessa pergunta.


Dos alunos do 4º ano, verifica-se que cerca de 20% não satisfazem o critério em relação à subtracção; cerca de 30% em relação à multiplicação e à divisão inteiras; cerca de 60% em relação à multiplicação decimal; e cerca de 80% em relação à divisão decimal. Verifica-se uma diminuição das respostas certas nos alunos do 6º ano na generalidade das perguntas quando comparados quer com os do 4º quer com os do 8º, apresentando estes dois últimos anos competências aritméticas semelhantes entre si. Os alunos repetentes do 7º apresentam em geral os resultados mais baixos. Todos os alunos revelam muita dificuldade nas operações com números decimais. Os alunos do 8º ano apresentaram competências aritméticas semelhantes às do 4º. Quando comparados com estudos semelhantes na Suécia e na Noruega, os resultados destes alunos portugueses são superiores na subtracção e semelhantes no que diz respeito à multiplicação e à divisão de números inteiros, não sendo possível a comparação no cálculo com números decimais. Segundo os autores, estes resultados revelam que

a ausência de aritmética a partir do 5º ano e/ou o curto tempo durante o qual se leccionam as quatro operações são possíveis razões justificativas dos baixos resultados obtidos. O nível de conhecimento em aritmética dos alunos nos 6º e 8º anos seria, talvez, aumentado consideravelmente, se o ensino da aritmética se estendesse por 6 anos (Leal e Kilborn, 1981, p. 60).


Este estudo apresenta alguns problemas metodológicos que limitam as suas conclusões. Existe, por um lado, um problema de representatividade da amostra porque o estudo não é claro sobre os critérios de selecção das turmas. Existe, por outro, um problema de validação: o diagnóstico da situação poderia ter sido feito de um modo menos rígido, isto é, teria sido interessante apresentar em simultâneo os resultados segundo critérios mais flexíveis, considerando, por exemplo, existir uma resposta correcta quando o aluno acertasse 3 itens em 4, ou incluindo uma classificação graduada não apenas em Certo e Errado. Tal como foi feito o estudo, os seus resultados reflectem o conhecimento aritmético quase automático dos alunos de factos aritméticos básicos.


Este trabalho é baseado num paradigma que nos permite retomar uma discussão que vem aparecendo de um modo recorrente nos últimos vinte anos, quer em Portugal, quer no estrangeiro. Ciclicamente (nos anos 40, 70, e de novo nos anos 90) aparecem argumentos sobre a necessidade de melhorar as competências dos alunos em aspectos básicos do conhecimento matemático. Estes argumentos são, normalmente, apoiados em estudos semelhantes a este que revelam, de um modo invariável, falhas dos alunos em certos aspectos elementares. Embora seja preocupante a elevada percentagem de alunos que mostram hesitações em factos aritméticos básicos, poucas vezes se tem reflectido sobre o significado destes resultados, ou se tem avançado com ideias concretas sobre como proceder. Ensinar mais aritmética básica a partir do 5º ano, como propõe este estudo, pode fazer baixar ainda mais os resultados matemáticos dos alunos em tópicos mais complexos. Além do mais, os alunos do 8º conseguem melhorar o seu desempenho em certas questões. Parece assim que, mesmo sem um ensino focado sobre as competências aritméticas básicas, existem outros modos pelos quais os alunos recuperam esses conhecimentos. Porque não admitir como natural um abaixamento da competência em algoritmos como a divisão ou as operações com decimais, em especial se elas não forem utilizadas? Não é afinal isso mesmo que acontece com muitas das nossas competências matemáticas (e outras)? Quantos adultos se lembram ainda do algoritmo da raiz quadrada, ou são capazes de garantir que conseguem realizar sem erros o algoritmo da divisão de números decimais em tempo limitado? Para os educadores matemáticos existe ainda uma outra dimensão nesta discussão que se relaciona com o conceito de competências básicas. No estudo em causa, estas competências são entendidas como a capacidade de realizar as quatro operações aritméticas. No entanto, podemos valorizar outros aspectos, como a capacidade de resolver problemas, de investigar matematicamente uma situação, de argumentar em defesa de um ponto de vista, de interpretar visualmente situações envolvendo matemática. Tratam-se também de competências matemáticas básicas, fundamentais para a vida contemporânea, bem mais importantes que as primeiras.


Um segundo aspecto ressalta destes trabalhos. O panorama das aprendizagens da Matemática traçado nesta época é francamente desanimador. Escolas em mutação acentuada (integração liceus-técnicas, expansão rápida da rede escolar), aulas a começar com atrasos de meses, secções inteiras do currículo que não são leccionadas e programas desajustados desta realidade e valorizando os aspectos mais formais da Matemática conjugam-se para produzir aprendizagens de fraca qualidade. Embora muitos destes problemas estejam hoje ultrapassados, é bom não esquecermos este passado para compreendermos melhor a situação actual.


Um estudo recente realizado por Joana Castro e Jorge Maia (1996) permite-nos obter alguns dados sobre as competências dos alunos, agora do 12º ano. Este trabalho estuda a relação entre as notas do final do ano lectivo e as notas da prova de aferição e da prova específica de Matemática, abordando questões como a distribuição regional das classificações, ou as respostas dos alunos por nível cognitivo dos itens, analisando alguns erros cometidos pelos alunos. São tidas em conta as respostas de 3441 alunos de 46 escolas seleccionados de entre os que no ano lectivo de 1993/94 se candidataram a uma das duas provas de avaliação externa da época normal. Estes alunos são seleccionados de entre os que, na altura da realização das provas, tinham concluído com aproveitamento a disciplina de Matemática do 12º ano de escolas representativas do todo nacional.


São estudadas as distribuições das classificações na disciplina e nas provas aferida e específica das escolas agrupadas por Direcção Regional de Educação. De um modo geral as distribuições das três classificações apresentam correlações elevadas entre si, embora mais baixas entre a classificação da disciplina e a prova específica. Constata-se que a região de Lisboa apresenta a melhor mediana, bem como a maior dispersão dos resultados em cada um dos três tipos de classificações e que o Alentejo se encontra sempre entre as regiões com a mediana mais baixa, tendo a menor dispersão de resultados. Das comparações estatísticas entre as medianas das escolas resulta que existem diferenças, não só entre as regiões, mas também entre as diferentes escolas da mesma região.


Este trabalho procura também relacionar o nível de complexidade dos itens com o desempenho nas provas de aferição e específica. Para tal são desenvolvidas matrizes de objectivos/conteúdos tendo como base a Taxinomia Ajustada à Matemática do NLSMA (Ministério da Educação e Investigação Científica, 1977). São depois estudadas as respostas de 300 alunos seleccionados aleatoriamente aos itens relacionados com os comportamentos mais complexos. Globalmente, constata-se que uma percentagem muito grande de alunos não revelam um desempenho adequado nos domínios cognitivos mais complexos. Não nos devemos, no entanto, esquecer que estas percentagens englobam os alunos que se autopropuseram a exame, pelo que os resultados referentes aos alunos do 12º ano com uma escolaridade normal são certamente mais favoráveis.


Este estudo mostra que as classificações atribuídas pelos professores e por provas de tipo exame apontam, de um modo geral, no mesmo sentido. Revela ainda que, no final do ensino secundário, existem em Portugal diferenças significativas entre as regiões mais desenvolvidas e as mais deprimidas. Esta conclusão está de acordo com trabalhos efectuados no âmbito da Psicologia (ver, por exemplo, Almeida, 1988) que apontam para uma diversidade das competências matemáticas da população escolar consoante os sexos, a idade, e algumas variáveis de natureza sócio-demográfica. A caracterização mais fina destas diferenças, embora vital para o melhoramento da qualidade das aprendizagens matemáticas está por fazer.

Comparações internacionais do desempenho

Na década de 90, dois estudos constituem uma tentativa de integrar o país em pesquisas de âmbito internacional comparando diversos aspectos do ensino e aprendizagem da Matemática em Portugal com o de outros países. O primeiro corresponde a uma participação no Second International Assessment of Educational Progress (SIAEP) (Ramalho, 1994, 1995). O SIAEP tem como objectivo a caracterização dos sistemas educativos e os envolvimentos culturais favoráveis ao sucesso no domínio da Matemática e das Ciências e envolve a participação de crianças de 9 e 13 anos a frequentarem a escola oficial ou particular em 20 países. Este estudo corresponde assim a uma sondagem sobre o conhecimento em Matemática e Ciências dessas crianças, com base em testes de conhecimentos construídos a partir dos elementos comuns aos currículos dos vários países participantes. Elaboram-se também questionários dirigidos aos alunos com vista a possibilitar o levantamento de algumas características do seu contexto familiar, das suas atitudes face à Matemática e da forma como estão organizadas e como são experienciadas as aulas nesta disciplina. O trabalho de campo é realizado em 1990/91. 


No caso de Portugal, selecciona-se uma amostra estratificada nas variáveis região administrativa, nível de urbanismo da zona da escola, e a natureza pública ou privada do estabelecimento de ensino. Quanto às crianças com 9 anos, participam alunos que frequentam o 3º ou o 4º anos (não são considerados outros anos) de 132 escolas, num total de 1419 alunos. Os alunos de 13 anos seleccionados frequentam desde o 5º até ao 9º de 93 escolas, num total de 1510 alunos.


Os dois testes de conhecimentos e capacidades no domínio da Matemática tinham uma organização semelhante. Ambos cobrem cinco áreas de conteúdo (Números e Operações, Medida, Geometria, Análise de Dados, Estatística e Probabilidades, Álgebra e Funções) e três domínios (Compreensão Conceptual, Conhecimento de Procedimentos, Resolução de Problemas). Três quartos das questões são de escolha múltipla e as restantes requerem que os alunos escrevam sobre as linhas disponibilizadas.


Globalmente, os resultados colocam os nossos alunos na parte de baixo da tabela. Quanto aos alunos de 9 anos, os resultados (55% para um resultado médio internacional de 63%) são os mais baixos de entre os países considerados, e quanto aos de 13 anos (48% para um resultado médio internacional de 58%), depois dos portugueses classificam-se apenas os alunos jordanos, brasileiros e moçambicanos. Os nossos alunos de 9 anos mostram melhores resultados no conhecimento de procedimentos (59% de itens certos) e piores na resolução de problemas (49%). Na compreensão conceptual obtêm 56%. Os resultados dos alunos de 13 anos nos três processos cognitivos são muito próximos, com ligeiro predomínio da compreensão de conceitos.


As diferenças entre os vários países podem ser explicadas por factores de diversa natureza: diferenças no sistema escolar, no currículo estabelecido e implementado, na ênfase dada às várias temáticas, na familiaridade dos alunos com o tipo de teste administrado, e diferenças entre as culturas abrangidas. No caso particular de Portugal pode haver ainda outros factores. Como o nosso país inicia a sua participação numa fase já tardia, não pôde colaborar na caracterização das grandes áreas de incidência dos testes e do seu peso relativo, nem na definição dos itens.


Os resultados portugueses sofrem ainda de outros desvios relacionados com o abandono escolar e com o sistema português de repetências. As populações consideradas envolvem apenas 81% e 68% dos indivíduos portugueses de 9 e 13 anos respectivamente (ou seja, os alunos de 9 anos do 3º e 4º anos de escolaridade e de 13 anos entre o 5º e o 9º anos) o que deixa de fora um sector importante dos jovens destas idades. Assim, o abandono escolar conduz a que a amostra portuguesa seja constituída por um segmento privilegiado, isto é, estão excluídos os jovens de grupos sociais mais desfavorecidos (1/5 dos de 9 anos e 1/3 dos de 13) tendo como efeito um aumento artificial dos resultados. Mas o sistema português de repetências existente na altura conduz a uma distorção de sinal contrário. Uma vez que o estudo é focado sobre uma determinada faixa etária, os alunos com repetências no seu passado escolar não tiveram ainda oportunidade de aprender alguns tópicos incluídos nos testes. Esta condição tem um efeito especial sobre a amostra dos 13 anos, pois apenas a 3/5 (58%) dos alunos testados tinham sido leccionados os tópicos correspondentes ao 8º ano.


Um outro estudo, mais recente, compara igualmente diversos aspectos do ensino e aprendizagem da Matemática em Portugal com o estrangeiro (Amaro, 1996). O Terceiro Estudo Internacional de Matemática e Ciências (TIMSS) é um estudo comparativo internacional que tem por objectivo a construção de uma imagem rica e contextualizada de factores como o conhecimento e a compreensão dos alunos em Matemática e Ciências a nível internacional, as práticas pedagógicas utilizadas por professores de Matemática e de Ciências, bem como uma melhor interpretação das relações existentes entre estes factores. Tem, pois, o duplo objectivo de descrever a situação do currículo enunciado, implementado e adquirido e explorar e explicar relações significativas entre variáveis relevantes. Espera-se que o TIMSS venha a ter efeitos a dois níveis. A nível nacional, cada país ou sistema educacional participante pode tomar em consideração os seus resultados na avaliação do sucesso das suas políticas educacionais no que respeita ao ensino e à aprendizagem da Matemática e das Ciências. A nível internacional, os países podem centrar-se na comparação dos seus sistemas com outras jurisdições de interesse para eles.


Em Portugal são escolhidas aleatoriamente uma turma do 7º e outra do 8º de cada escola de uma amostra de 150 escolas. Pretende-se que esta amostra seja representativa de todos os alunos dos 7º e 8º anos de Portugal e dos respectivos professores de Matemática. Obtêm-se 6754 alunos de 143 escolas. São desenvolvidos diversos instrumentos: (a) testes de avaliação de desempenho com base nos elementos comuns aos currículos em vigor nos vários países participantes; (b) questionários dirigidos aos alunos para levantamento de características do seu contexto familiar, das suas atitudes relativamente à Matemática e às Ciências e da organização das aulas nessas áreas; (c) questionários dirigidos aos professores de Matemática e de Ciências para levantamento das formações académicas e profissionais, de práticas de ensino, e de atitudes relativamente às áreas em estudo; e (d) questionários dirigidos aos directores/presidentes das escolas para levantamento de informação relativa à sua instituição.


Os testes de desempenho têm um tempo estimado de 90 minutos, todos eles incluindo itens de escolha múltipla, resposta curta e resposta longa. No caso específico da Matemática estes testes incidem sobre diversas áreas de conteúdo: Fracções e sentido do número (51 itens, dos quais 39 correspondem a temas dos currículos portugueses), Geometria (23, 20), Álgebra (27, 23), Representação e análise de dados (21, 13), Medida (18, 11), Proporcionalidade (11, 11). É de notar que dos 151 itens apenas 117 correspondem aos conteúdos programáticos do 7º ou do 8º anos portugueses, dizendo os restantes respeito a tópicos do 9º. Os itens são ainda classificados por categorias de desempenho: Conhecimento, Procedimentos de rotina, Procedimentos complexos, Resolução de problemas, Justificação e prova, Comunicação.


Apesar de a participação portuguesa neste estudo ter sido metodologicamente bem preparada (devido ao cuidado posto na construção da amostra e na aplicação dos instrumentos, Portugal consegue participar em todas as comparações deste estudo), os resultados são semelhantes aos do SIAEP, isto é, o desempenho dos alunos portugueses de 13 anos aparece nos últimos lugares a nível internacional.


O TIMSS procura ainda caracterizar o sucesso escolar dos alunos de 13 anos. Em Portugal, 23% destes alunos encontram-se em níveis de escolaridade inferiores ao 7º, o que por pouco inviabiliza a comparação com os restantes países (o limite era de 25%). De entre estes países, Portugal é o que tem maior percentagem de alunos de 13 anos em níveis de escolaridade abaixo do 7º ano e, devido a este facto, somos um dos poucos países em que a média nacional é inferior à média dos alunos do 7º ano. Conforme já referimos a propósito do SIAEP, a responsabilidade por esta situação cabe ao sistema de repetências em vigor até ao início dos anos 90, que conduz a que pelo menos cerca de 1/5 dos nossos alunos não tenha as mesmas oportunidades de aprendizagem que são facultadas aos alunos da maioria dos outros países. Tanto no 7º como no 8º ano os rapazes têm um desempenho melhor do que as raparigas, embora apenas no 8º esta diferença seja significativa. Em comparação com os outros países, Portugal encontra-se numa posição intermédia no 7º ano e entre os seis últimos no 8º.


Numa primeira análise pensamos ser significativo constatar que os resultados a nível das ciências são semelhantes, quer num, quer no outro estudo (Amaro, Cardoso e Reis, 1996; Lapointe, Askew e Mead, 1992), o que nos leva a afirmar que o problema não tem origem especificamente na Matemática. Uma segunda análise resulta da observação da lista de países que participam nos dois estudos. Grosso modo, encontramos quatro grupos. Num primeiro grande grupo, encontram-se a maioria dos países europeus, os Estados Unidos, o Canadá, a Austrália e a Nova Zelândia. Num segundo encontram-se diversos países do Extremo Oriente e num terceiro os países do antigo bloco de leste. Os resultados dos alunos portugueses encontram-se abaixo dos resultados dos alunos destes três grupos. Um quarto grupo é constituído por países do sul da África, da América Latina ou do Médio Oriente e os alunos portugueses obtêm em geral resultados superiores aos alunos daqueles países. Esta constatação leva-nos a afirmar que os resultados destes testes parecem estar em primeiro lugar correlacionados com a riqueza de cada país, ou com a percentagem do Produto Nacional Bruto destinada à educação (primeiro grupo), ou com uma tradição cultural de grande empenho escolar (caso do segundo e do terceiro grupos). Embora os resultados obtidos pelos alunos portugueses sejam motivo de preocupação e nos devam levar a reflectir, o facto é que não seria razoável esperar que o nosso país se encontrasse num lugar muito diferente, dada a posição que ocupa quando comparado com outros países em múltiplos indicadores culturais, económicos e sociais.


Estes estudos comparativos internacionais têm sido objecto de fortes críticas de educadores de diversos países. Uma primeira crítica, já referida atrás, prende-se com leituras apressadas dos seus resultados, efectuadas normalmente em apoio de opiniões pré-concebidas. Uma segunda crítica, mais fundamental, questiona a própria validade de estudos deste tipo argumentando ser impossível comparar currículos entre diferentes países através de respostas a testes, por mais bem elaborados que estes sejam (Keitel e Kilpatrick, em publicação). Para além de um mero enunciar de tópicos, um currículo é, acima de tudo, uma prática didáctica quotidiana. As tradições são diferentes de país para país e o modo como o processo de ensino e de aprendizagem de um mesmo tópico matemático ocorre em países com culturas educativas tão distintas como o Japão, os Estados Unidos, a França, a Roménia, Moçambique ou Portugal, por exemplo, é muito diverso. As comparações entre países deveriam deixar de ser expressas num posicionamento numa tabela quantitativa para passarem a ser discutidas através de caracterizações aprofundadas do dia-a-dia escolar de cada país
.

Literacia matemática

Um último tipo de trabalho relacionado com o diagnóstico global de desempenhos matemáticos surge recentemente com o estudo da literacia da população adulta portuguesa (Benavente, Rosa, Costa e Ávila, 1996), na linha de estudos pioneiros realizados neste âmbito nos Estados Unidos e Canadá pelo Educational Testing Service. Trata-se do primeiro trabalho de avaliação directa das competências de leitura, escrita e literacia quantitativa da população portuguesa dos 15 aos 64 anos. A literacia estudada inclui um conjunto de capacidades de processamento de informação que os adultos usam na resolução do conjunto de tarefas associadas com o trabalho, a vida pessoal e os contextos sociais. A recolha de dados baseia-se num inquérito de caracterização sociográfica, de práticas correntes e de autoavaliação de competências de leitura, escrita e literacia quantitativa da população em estudo, assim como em testes de avaliação directa de tais competências. Selecciona-se uma amostra representativa da população dos 15 aos 64 anos residente no continente, estratificada por grau de instrução, sexo, idade, condição perante o trabalho, num total de 2449 indivíduos.


O estudo classifica as diversas tarefas em níveis de literacia (ver quadro 1). O nível 0 corresponde à incapacidade absoluta de resolver qualquer tipo de tarefa e nele se integram todas as pessoas que não resolvem qualquer das questões presentes no teste (o que se verifica corresponder a 10% dos inquiridos).

Quadro 1 - Enquadramento das tarefas propostas nos níveis de literacia

	Nível de literacia


	Item
	Percentagem de respostas correctas



	Nível 1
	Calcular o total de um depósito bancário pela soma de duas parcelas
	70%

	
	Escrever por extenso um depósito bancário
	64%

	
	Indicar um máximo num gráfico de barras
	60%

	
	Calcular a despesa c/ a compra de 2 produtos
	53%

	Nível 2
	Ler sobre o eixo das ordenadas num gráfico de barras
	47%

	
	Calcular o pagamento e o troco, dados os custos dos artigos
	45%

	Nível 3
	Calcular o custo final , dados o custo base e a percentagem de imposto
	38%

	
	Calcular o custo de uma certa quantidade de um produto, dado o custo de outra quantidade do mesmo produto
	38%

	
	A partir de um gráfico, calcular a diferença entre o máximo e o mínimo
	31%

	
	A partir de um gráfico, calcular a média de três valores
	25%

	Nível 4
	Calcular os juros num empréstimo bancário, dada uma informação superabundante
	12%



O nível 1 envolve a localização de informação idêntica ou sinónima da constante nas instruções. As tarefas quantitativas requerem, em geral, uma simples operação aritmética que, normalmente, é a adição. Os valores são especificados e ocorrem num contexto familiar. A operação a realizar está definida ou é facilmente identificada (corresponde a 37% da amostra).


O nível 2 refere-se à associação literal ou aproximada entre palavras ou expressões que se encontram no texto ou documento e nas instruções da tarefa a realizar. As tarefas quantitativas requerem a realização de duas operações sequenciais onde os valores são facilmente identificados e as operações facilmente determinadas (32% dos inquiridos).


O nível 3 indica a capacidade de integração de informação de forma a resumir ideias contidas num texto ou a fundamentar uma conclusão. As tarefas quantitativas requerem a realização de duas operações aritméticas sequenciais. Normalmente, os valores a utilizar são facilmente identificados mas o leitor tem de recorrer aos seus próprios conhecimentos para determinar que operações devem ser feitas para chegar à resposta certa (13% da amostra).


Finalmente, o nível 4 respeita à capacidade de processamento e integração de informação múltipla em textos complexos. As tarefas quantitativas exigem, ocasionalmente que se façam inferências de alto grau ou que se usem conhecimentos próprios especializados para construir a resposta correcta (8% dos inquiridos). Ressalta assim que quase metade da amostra inquirida se situa abaixo do nível 2 e que 3/4 abaixo do nível 3.


Neste estudo a literacia quantitativa é encarada como o conjunto das competências matemáticas necessárias para a vida contemporânea, valorizando-se a capacidade de identificar os dados ou as operações necessárias, em estimar a razoabilidade de resultados, em interpretar gráficos e tabelas, ou em decidir os passos necessários à resolução de um problema (Abrantes, 1996). Note-se que este conceito de literacia quantitativa é muito diferente da que se reduz ao desempenho em simples questões de cálculo aritmético.


É interessante comparar estes resultados com os dados do Censo de 1991 sobre os níveis de escolaridade da população portuguesa dos 15 aos 64 anos (indicados em Benavente, Rosa, Costa e Ávila, 1995 — ver o quadro 2). Verifica-se que a literacia da população portuguesa é influenciada pelas estruturas sociais do país. Na verdade, a caracterização social da população inquirida permite evidenciar alguns dos traços mais relevantes dessas estruturas e dos seus processos de transformação.


A existência de cerca de 73% da população com o máximo de 6 anos de escolaridade vem confirmar os dados internacionais que apresentam para Portugal os mais baixos níveis de escolarização da população dos 25 aos 64 anos no conjunto dos países industrializados, níveis bastante inferiores aos padrões médios europeus. A composição socioprofissional da população inquirida apresenta um perfil estrutural em que predominam largamente os assalariados de fracos recursos económicos e baixas qualificações. O conjunto dos quadros técnicos, onde se concentra a grande maioria de possuidores de qualificações escolares e profissionais de nível médio ou superior, constitui, comparativamente com outros países, um segmento bastante restrito.

Quadro 2 - Níveis de escolaridade da população portuguesa dos 15 aos 64 anos

	Níveis de escolaridade


	%

	Sem saber ler e escrever ou com menos que a 4ª classe
	18

	4 anos de escolaridade
	38

	6 anos de escolaridade
	18

	9 anos de escolaridade
	12

	Ensino secundário (11/12 anos de escolaridade)
	9

	Ensino superior
	5



Este estudo mostra ainda que a sociedade portuguesa tem vindo a ser palco, ao longo das últimas décadas, de transformações estruturais significativas. Os pais dos inquiridos tinham níveis de escolaridade ainda muito mais baixos. Na composição social da população, as categorias ligadas à agricultura tinham uma presença muito maior e a percentagem dos quadros técnicos não passava de metade da actual. Uma parte importante da população tem estado, assim, envolvida de algum modo em trajectórias de mobilidade social que, com frequência, tiveram uma dimensão de mobilidade geográfica (emigração, migração para os grandes centros urbanos), uma dimensão de recomposição socioprofissional e uma dimensão de acréscimo de escolarização, embora de pequena amplitude na maioria dos casos.


Resultados apresentados pelo TIMSS ajudam à composição deste quadro. Assim, mais de metade dos alunos estudados têm pais com um nível de instrução que não ultrapassa o 1º ciclo, raramente visitam museus, assistem a concertos ou vão ao teatro, têm expectativas baixas em relação ao seu futuro escolar e dispendem um número de horas diárias de estudo bastante reduzido.

Conclusão

No seu conjunto, os estudos do SIAEP, TIMSS e literacia da população portuguesa esboçam um quadro global do estado das competências matemáticas. Evidencia-se, em primeiro lugar, que as aprendizagens matemáticas não constituem meros exercícios de competência intelectual controlada exclusivamente através da escola. Devem antes ser assumidas como um desafio de toda uma sociedade, dado que são profundamente influenciadas por factores sociais muito complexos alguns do domínio económico, outros do domínio cultural, e outros também do domínio educativo. Estes factores têm em comum o facto de não serem ultrapassáveis por uma simples medidas de carácter financeiro, ou por alterações curriculares ou metodológicas, não sendo susceptíveis de alterações rápidas.


O quadro não será, no entanto, inteiramente negro. Por um lado, dados obtidos pelo TIMSS revelam que muitos alunos já possuem algumas condições materiais satisfatórias. Assim, quase metade dos alunos tinha computador em casa, quase todos dispunham de uma mesa de estudo própria, e, embora 40% dos alunos tivesse menos de uma prateleira com livros, uma larga maioria tinha uma enciclopédia (Amaro, Cardoso e Reis, 1996c). Embora nada se saiba sobre o uso efectivo dado a estes itens (serão objectos de consumo, ou objectos de cultura?), o simples facto de estarem disponíveis revela mudanças materiais consideráveis em relação a gerações anteriores, e tudo aponta para uma lenta melhoria da sociedade portuguesa nestes aspectos.


No plano educativo existem também indicações positivas. No final de 1990/91 o teste do SIAEP é aplicado numa turma do 8º ano participante no Projecto MAT789 que abordamos em pormenor noutro capítulo. Este projecto propõe uma abordagem centrada na valorização dos processos matemáticos e proporciona uma larga variedade de experiências e de actividades de resolução de problemas dando especial atenção à relação da Matemática com a realidade. Considera que a aprendizagem desta disciplina requer a participação activa e empenhada dos alunos e que é essencial o recurso a formas de trabalho diversificadas (Abrantes, 1994). Trata-se de uma turma fraca e, no entanto, obtém resultados semelhantes aos das duas turmas com melhor aproveitamento e superiores à turma que obteve menor aproveitamento da mesma escola que foram igualmente testadas no âmbito do SIAEP. Os resultados são superiores em Estatística e Análise de Gráficos e nas questões relacionando a Matemática com a realidade. O resultado global obtido pela turma do projecto (56%) situa-se bastante acima dos resultados nacionais (48%). Em contrapartida, nos itens de Álgebra, esta turma tem piores resultados que as outras. Segundo Abrantes, este resultado deve-se a que as equações do 1º grau e os polinómios foram introduzidos mais tarde. Os alunos da turma do projecto obtêm melhores resultados em 8 questões de âmbito muito variado das quais apenas uma se relaciona com um tema que fazia parte do currículo experimental. Embora provenientes de uma única turma, estes resultados sugerem que práticas curriculares valorizando as competências salientadas pelos objectivos deste projecto poderiam melhorar significativamente a qualidade das aprendizagens matemáticas, possibilitando, nomeadamente, melhores resultados por parte dos alunos portugueses naquele estudo internacional.

3.3  Competências matemáticas
Números e operações numéricas

Discutimos nesta secção os estudos relevantes para a compreensão que os alunos têm dos conceitos de número natural, racional e as suas operações. O conceito de número real será incluído na secção consagrada à análise.

Números naturais


Diversos trabalhos têm estudado o conceito de número revelado por alunos do 1º ciclo. Todos estes estudos são influenciados pela Psicologia, nomeadamente pela teoria de Piaget. De um modo geral, procura determinar-se o estádio de criança ou verificar o efeito de determinadas metodologias de ensino sobre a respectiva evolução.


No âmbito dos mestrados de Boston (1983-85), surge como motivo de interesse o estudo da adequação dos programas do ensino primário ao desenvolvimento das crianças, avaliada no quadro daquela teoria. Neste sentido, são realizados três trabalhos sobre os aspectos da teoria de Piaget relacionados com o conceito de número por Ana Leitão Rodrigues (1985), Carlos Lopes (1985) e Lurdes Serrazina (1985).


Piaget definiu três estádios de conservação que seriam percorridos por todas as crianças numa sequência invariante. Durante o primeiro estádio (pré-operacional) as quantidades são estimadas através de relações perceptuais, no segundo (de transição) a criança resolve as situações por tentativa e erro, e no terceiro estádio (concreto operacional) as crianças são capazes de efectuar as tarefas correctamente e com segurança. Lopes (1985), Rodrigues (1985) e Serrazina (1985) procuram identificar, por ano de escolaridade e em função da idade, a percentagem de crianças que se situam em cada um dos três estádios do desenvolvimento cognitivo em relação à conservação do número, à seriação e à inclusão de classes. Os autores procuram também identificar os objectivos do currículo de Matemática do 1º ano de escolaridade da altura que pressupõem aquelas competências e comparar esses objectivos com os resultados observados. Lopes estuda 62 alunos do 1º e 2º anos da Marinha Grande, Rodrigues foca a sua atenção em 43 crianças não repetentes do 1º e 2º anos de um meio rural (escolas nas proximidades de Bragança) e Serrazina em 50 crianças do 1º e 2º anos do meio urbano (escolas da cidade de Santarém).


Quanto à conservação do número constata-se que a maioria dos alunos se encontra no estádio de transição. Apenas 25% dos alunos do 2º ano do meio urbano estão no estádio concreto operacional. Na seriação, os resultados mostram que no 2º ano a maioria dos alunos (61% no meio rural e 83% no meio urbano) se encontram no estádio concreto operacional. Uma maioria esmagadora dos alunos encontra-se no estádio pré-operacional em relação à classificação hierárquica. De um modo geral existem maiores percentagens de alunos do meio rural nos estádios mais atrasados. Resultados semelhantes são encontrados quanto se analisam os dados por grupos de idades.


Segundo os autores, os resultados obtidos nestes estudos só parcialmente estão de acordo com as ideias de Piaget. Na conservação do número, os resultados obtidos pelas crianças do meio rural são muito inferiores aos daquele autor, sendo, no entanto, semelhantes aos de crianças do Uganda com 6 e 7 anos de idade. Na seriação, os resultados são semelhantes aos obtidos por Inhelder e Piaget. Na inclusão de classes, os resultados são muito inferiores aos obtidos por Inhelder e Piaget, mas são, semelhantes a resultados obtidos com crianças do noroeste de Inglaterra, do Uganda e um pouco inferiores aos obtidos com crianças nigerianas (Rodrigues, 1985).


Estes resultados são de algum modo confirmados por Luísa Morgado (1998) que, na sua tese de doutoramento, refere ter efectuado um estudo piloto numa escola primária de Coimbra e ter observado que “mais de 90% das crianças interrogadas no primeiro ano não tinham ainda adquirido a noção de conservação das quantidades numéricas”. Segundo ela, este facto é surpreendente, pois o índice médio de aquisição de 50% esperado.


Rodrigues (1985) e Serrazina (1985) desenvolvem também uma análise aos pré-requisitos piagetianos do currículo de Matemática do 1º ano (vigente em 1984). Segundo elas, estabelecer correspondências entre conjuntos e distinguir se um conjunto tem mais, menos, ou tantos elementos como outro conjunto requer a conservação do número. Ordenar números até 20 requer o estádio concreto operacional para a seriação. Formar subconjuntos de um conjunto e formar o complementar de um conjunto em relação a um universo requer o mesmo estádio para a inclusão de classes. Identificar os números até 20, decompor os números até 20, calcular somas e diferenças de números menores que 20, aplicar a adição e subtracção a situações problemáticas, identificar a dezena como uma unidade do sistema de numeração requerem todos o nível concreto operacional para a conservação de números. Tomando em consideração os resultados obtidos pelos estudos referidos, as autoras sugerem que apenas a ordenação de números até 20 (que requer seriação) está indicada para as crianças do 1º ano e sustentam que todos os outros tópicos (que requerem conservação ou inclusão de classes) não são adequados a estas crianças.


Posteriormente, Luísa Morgado (1988) estuda o conceito de número igualmente segundo uma óptica piagetiana. A autora propõe-se, entre outros objectivos, verificar através de uma análise quantitativa e estatística se os exercícios propostos a alunos considerados não conservadores e intermediários os podem levar à construção de conservação dos elementos descontínuos assim como à sua generalização a outros domínios operatórios e saber se o progresso cognitivo eventualmente verificado nos pós-testes era independente do nível psicogenético do companheiro. O propósito último deste trabalho é também contribuir para a formação de um programa escolar baseado na teoria de Piaget.


Participam neste estudo 90 rapazes e 54 raparigas de duas escolas primárias de Coimbra, 67 do 1º ano e 77 do 2º ano. A autora realiza um pré-teste constituído por tarefas piagetianas, através do qual são identificados alunos não conservadores, intermediários e conservadores dos elementos descontínuos. Forma-se depois aleatoriamente um grupo de controlo que é dividido em 24 não conservadores, 24 intermediários e 24 conservadores. Forma-se um grupo experimental que é subdividido em grupos de 6 pares de alunos permitindo diversos tipos de interacções
. O grupo experimental é submetido a seis exercícios de aprendizagem que procuraram criar conflitos cognitivos entre esquemas que estão relacionados com a noção de conservação das quantidades numéricas (esquemas de correspondência, enumeração e equivalência), pressupondo que a confrontação entre eles poderá ser a fonte de progresso cognitivo. O grupo de controlo não realiza qualquer tarefa específica. No final realiza-se de novo o teste.


Segundo a autora, é possível observar qualitativamente um “real progresso cognitivo” durante a realização das sessões experimentais, revelando inúmeras modificações de conduta. Estas modificações verificam-se em todas as crianças independentemente do seu nível operatório, o que mostra que os exercícios propostos estão adaptados às crianças. Não se observa a transferência de procedimentos de aprendizagem. Da análise estatística ressalta o grande progresso operatório das crianças não-conservadoras do grupo experimental quando comparadas com as do grupo de controlo. Tal não se verifica nos sujeitos intermediários. Não se detecta qualquer influência na aprendizagem do nível cognitivo do parceiro, isto é, os sujeitos progridem de forma independente do desenvolvimento psicogenético do companheiro.


Um traço comum a estas investigações influenciadas pelas ideias de Piaget é a procura de uma intervenção curricular, quer através de uma análise dos currículos, quer através do desenvolvimento curricular fundado na teoria. De um modo geral, esta intervenção não surte efeito. Embora algumas investigações tenham concluído que determinados tópicos não respeitam a sequência prevista por Piaget, e que portanto deveria ser repensada a sua posição nos currículos (normalmente propondo o seu adiamento), só raramente tal vem efectivamente a acontecer. As propostas provenientes destas investigações acabam por influenciar diversas alterações curriculares apenas indirectamente, de modo subordinado em relação às perspectivas emergentes da prática pedagógica.



A teoria de Piaget constituiu um marco fundamental para os educadores durante os anos 60 e 70. Nestes trabalhos realizados em Portugal, a sequência dos níveis prevista pela teoria é confirmada, embora, tal como se detecta em investigações realizadas noutros países, se tenha encontrado um atraso em relação às idades preconizadas. Posteriormente são levantadas objecções a aspectos da teoria, que têm diminuído o seu potencial explicativo e, do ponto de vista da educação matemática, a sua aplicabilidade ao desenvolvimento curricular. Por um lado, têm sido questionadas as tarefas nas quais assenta toda a teoria e trabalhos nos quais a contextualização, a intervenção do investigador, ou os materiais são modificados têm conduzido a resultados diferentes. Por outro lado, aspectos fundamentais da própria teoria têm sido fortemente questionados
. Além disso tem sido questionada, no caso específico dos temas matemáticos, por exemplo, a adequação entre a terminologia matemática utilizada por Piaget e a usual na Matemática. Freudenthal (1973), por exemplo, desenvolve uma crítica cerrada à utilização do conceito de grupo e Martin (1976) critica a terminologia geométrica de Piaget mostrando a sua falta de rigor matemático. No caso particular do conceito de número, Piaget tem sido fortemente criticado pela sua desvalorização da contagem. Investigadores como Steffe (1988) defendem que a contagem constitui um processo de matematização poderoso e não uma recitação sem significado como pensava Piaget.


Como consequência, sente-se a falta de estudos mais diversificados. Faltam, em primeiro lugar, estudos decorrentes das teorias de Piaget que relacionem os aspectos cognitivos com os sociais, tal como têm vindo a ser desenvolvidos por Terezinha Nunes (Carraher, Schliemann, e Carraher, 1991). Faltam também trabalhos estudando detalhadamente os processos de construção do conceito de número, e investigações que procurem caracterizar o sentido de número, por exemplo. Fazem falta ainda trabalhos de cariz etnográfico que nos indiquem o conhecimento numérico informal anterior à escolarização e, em especial, os modos como ele se revela e evolui nas diferentes culturas ou subculturas presentes nas nossas escolas. A utilização de enquadramentos vygotskianos poderia ser aqui particularmente vantajosa.

Operações aritméticas elementares


A formação do conceito de número nos alunos é indissociável quer das especificidades do sistema de numeração decimal quer do estudo das quatro operações aritméticas básicas e dos respectivos algoritmos. Em Portugal, realizam-se dois grandes tipos de trabalhos sobre este tema. Um primeiro tipo, já referido anteriormente, estuda o desempenho dos alunos de diversos ciclos nas quatro operações (Amaro, Cardoso e Reis, 1996b; Leal e Kilborn, 1981; Ramalho, 1994). Um segundo tipo, procura fazer uma caracterização mais fina dos processos utilizados pelos alunos na resolução de problemas envolvendo as quatro operações Assim, Célia Alverca, estuda os erros dos alunos, Luísa Morgado estuda a multiplicação segundo uma perspectiva neo-piagetiana, e Pedro Palhares e Manuela Azevedo estudam, entre outros aspectos, o cálculo mental de operações aritméticas elementares.


Os trabalhos sobre o desempenho matemático referidos anteriormente ajudam-nos a traçar um quadro do estado geral das aprendizagens das operações numéricas elementares. O estudo sobre cálculo básico realizado no final dos anos 70 pelo GEP durante a avaliação da implementação do ensino secundário unificado (Leal e Kilborn, 1981) refere que as competências dos alunos portugueses do 4º, 6º e 8º anos nos algoritmos elementares são semelhantes às dos países nórdicos.


O SIAEP (Ramalho, 1994, 1995) traça um quadro mais preciso. Sem esquecer as condicionantes que rodearam a participação portuguesa, poderemos mesmo assim concluir que, no que se refere ao desempenho em Números e Operações pelos alunos de 9 anos, os quatro itens com uma maior percentagem de respostas correctas correspondem à aplicação directa de algoritmos. Nestes itens os resultados portugueses são iguais ou melhores que os obtidos a nível internacional. O melhor resultado nacional (89% de respostas certas, superior à média internacional de 84%) é obtido no cálculo directo de uma multiplicação. As taxas de resposta a itens de cálculo simples como “Fornecer o número que é subtraído num problema de subtracção”, “Contar os números ímpares numa dada gama de inteiros”, e “Identificar uma propriedade de números pares e ímpares” são iguais ou superiores às do conjunto de países participantes.


A resolução de problemas de uma etapa usando subtracção, problema bastante elementar e com uma percentagem de sucesso máxima no conjunto dos países participantes, fica apenas em 5º lugar no escalonamento português. No entanto, “Identificar um número inteiro dadas algumas das suas propriedades”, “Resolver um problema usando razões e fracções” e “Determinar como a mudança num dígito afecta a dimensão do número”, itens que requerem capacidades matemáticas mais complexas, apresentam para os nosso alunos um nível de dificuldade superior ao do conjunto dos países participantes.


Os estudos do GEP e do SIAEP, embora com quinze anos de distância, revelam um quadro no qual a ênfase no processo de ensino das operações elementares é dada aos seus aspectos algorítmicos e rotineiros, em prejuízo de um estudo mais profundo daquelas operações. Mostram também que a resolução de problemas é deixada para segundo lugar. Um pequeno trabalho de comparação entre alunos portugueses e ingleses de 7 a 9 anos (Bryant, Morgado e Nunes, 1993) confirma igualmente que não é no cálculo que os alunos portugueses revelam mais deficiências mas noutras competências de nível mais elevado.


Um segundo tipo de estudos procura caracterizar os processos envolvidos na resolução de problemas envolvendo operações elementares. O trabalho de Alverca (1990) enquadra-se na problemática dos processos cognitivos, corrente noutros países, procurando classificar os erros cometidos pelos alunos na resolução de tarefas matemáticas, e tem como objectivo compreender quais os processos mentais que envolvem a resolução de algoritmos formais e informais, em crianças dos 6 aos 9 anos. São realizadas entrevistas individuais a 49 alunos dos três primeiros anos do 1º ciclo de uma escola do ensino particular que preconiza um método de ensino baseado na pedagogia activa utilizando técnicas de Freinet. Nessas entrevistas são apresentadas duas provas: uma baseada na resolução de algoritmos e outra baseada na invenção e resolução de problemas que discutiremos mais à frente.


A autora conclui que as crianças mais velhas têm um nível de desempenho mais elevado que as mais novas e conseguem resolver algoritmos mais complexos. São as crianças do 3º ano e, simultaneamente, as de nível etário mais elevado que apresentam menor percentagem de resultados errados. Os algoritmos de maior dificuldade são os que envolvem completamento de parcelas (três deles são do tipo ? - b = c). Estes resultados confirmam outros já obtidos por diversos autores. Um dos algoritmos mais difíceis é o da subtracção com transporte. Na prova de resolução de algoritmos, para um total de 364 resultados, são identificados 18 tipos de erros diferentes. É possível constatar que seis destes não ocorrem devido à falta de conhecimento, mas antes a factores como a falta de atenção, deficiente interpretação do processo a desenvolver e “enganos” nas estratégias de contagem. Há erros que diferem de ano para ano o que parece indicar que as crianças à medida que vão evoluindo apresentam dificuldades diferentes de acordo com o escalão etário, provavelmente em relação com as aquisições cognitivas que se realizam em cada ano. Erros derivados de um processo de contagem deficiente são mais frequentes no 1º ano. Embora com menor relevância, ainda persiste no segundo ano este tipo de erro. Aparecem ainda erros originados por substituição de algoritmos por outros mais simples. No 3º ano surgem também erros relacionados com o algoritmo da divisão. A autora indica que perante a diversidade de erros que ocorrem é de salientar a importância de que se revestem as situações didácticas desenvolvidas na sala de aula, tendo em conta os estilos de funcionamento cognitivo dos alunos na resolução de problemas.


Um outro trabalho, realizado por Morgado (1991), estuda as representações dos alunos do 1º ciclo sobre a multiplicação. Procura analisar o tipo de representação mental (correcta ou incorrecta) construída por crianças de uma escola primária em Portugal de acordo com a classificação de Vergnaud (1981) para os problemas com uma estrutura multiplicativa: isomorfismo de medidas, uma medida e produto de medidas. A autora investiga também a relação entre as representações mentais, estratégias e respostas correctas em cada problema de palavras. São entrevistados individualmente 45 alunos, 15 do 2º ano, 15 do 3º ano, 15 do 4º ano. Para cada problema proposto, está disponível material concreto susceptível de ajudar a construir uma representação mental correcta e ajudar a experimentadora a analisá-la.


Como seria de esperar, as respostas certas aumentam do 2º para o 4º ano em todos os problemas. Os problemas do isomorfismo de medidas e de uma medida têm uma maior percentagem de respostas certas em todos os anos
. Os alunos utilizam uma diversidade de estratégias para resolver os problemas dos dois primeiros tipos que lhes são propostos
. Por vezes é utilizada uma estratégia aditiva (2 pesetas + 2 pesetas = 4 pesetas, então 6$ + 6$ = 12$) ou multiplicativa (2 pesetas x 2 = 4 pesetas, então 6$ x 2 = 12$). Outras vezes os alunos empregam uma estratégia de contagem. O último tipo de problemas multiplicativos, produto de medidas, é estudado através do problema: Uma rapariga tem 4 blusas e 3 saias. Quantas combinações diferentes de camisas e saias pode vestir? Muito embora os alunos dos três anos mostrem usar estratégias diferentes, eles revelam muita dificuldade neste problema
. 


A representação, no sentido de uma re-(a)presentação, do problema através de materiais postos à disposição pela investigadora estão associados a uma solução adequada do problema. Esta associação não existe em relação ao tipo de estratégia utilizada. A autora conclui que a construção de uma representação adequada deve ser fomentada. Este estudo revela ainda que os alunos adoptaram estratégias diversificadas para resolver os problemas que lhes são propostos, sem que tal facto tivesse limitado a correcção das respostas.


Os estudos realizados sobre o cálculo mental de operações aritméticas apontam no mesmo sentido. Pedro Palhares procura estudar alguns aspectos relacionados com a formulação e resolução de problemas, e Manuela Azevedo concentra-se nos métodos de estimação, pelo que nos referimos a eles mais pormenorizadamente noutras secções. Encontramos, no entanto, em ambos alguns indícios que nos permitem concluir da existência de problemas de compreensão das operações aritméticas. Assim, por exemplo, o trabalho de Azevedo (1996) propõe a questão de ordenar diversos quocientes sem recurso ao algoritmo
. Apenas 5 alunos do 6º ano em 28 respondem correctamente, indiciando uma deficiente compreensão do conceito de divisão.


O trabalho de Palhares (1992) constitui essencialmente uma proposta para o ensino da aritmética mental utilizando uma estratégia de colocação de problemas e trabalho de grupo. Inclui um pequeno estudo piloto que procura verificar a aplicabilidade deste método. Participa uma turma do 3º ano de escolaridade (12 raparigas, 8 rapazes) de uma pequena escola primária do norte. A turma é dividida em 4 grupos de 5 alunos equilibrados no sexo e no desempenho. Quatro problemas são trabalhados em 5 aulas de uma hora. Todos os problemas exigem que os alunos efectuem cálculos mentais. É entrevistado um aluno de cada grupo e são gravadas as sessões de trabalho de cada grupo.


Em dois grupos os alunos resolvem os problemas de um modo adequado. Por exemplo, conseguem efectuar multiplicações com dois dígitos mentalmente revelando uma boa compreensão dos processos envolvidos, nomeadamente a distributividade. Os outros dois grupos revelam algumas dificuldades. Por exemplo, no primeiro problema que envolve uma subtracção (quantos dias faltam para…) os alunos não conseguem determinar a operação adequada (subtracção 82 - 47) e procuram determinar a operação através da razoabilidade do resultado em relação com o problema. Estes alunos têm muita dificuldade em verificar os resultados.


Muitos alunos, mesmo os de menor desempenho, revelam os seus próprios processos de calcular. Por exemplo, um dos alunos mais fracos explica a um colega como calculou mentalmente 80 - 30: “se queres fazer da maneira mais simples, faz: 30 mais 30, já sabes que são 60, certo? Depois é só 20 para fazer 80. É 50”. Outros alunos desenvolveram outros processos.


Um traço comum a estes quatro trabalhos é o estudo dos processos seguidos pelos alunos na resolução de problemas envolvendo os diversos tipos de operações. Os dois primeiros, em particular, apresentam o nível de detalhe necessário para compreender os processos utilizados pelos alunos e revelam-se muito úteis para fundamentar o desenvolvimento quer do currículo propriamente dito, quer de materiais de apoio (manuais, software). Ressalta ainda a diversidade de estratégias utilizadas pelos alunos. Quando se lhes pede para resolverem problemas não rotineiros, eles tendem a utilizar processos diversos, nem sempre muito correctos do ponto de vista matemático, e que são normalmente recomposições de processos escolares ou de procedimentos matemáticos exteriores à escola. 

Números racionais


Duas investigações, uma realizada por Maria Helena Fernandes (1990) e outra por Isolina Oliveira (1994), debruçam-se sobre o ensino e a aprendizagem do conceito de número racional, em especial de diversos aspectos relacionados com as fracções. A primeira experimenta três métodos de ensino e a última centra-se na aprendizagem do conceito.


Fernandes (1990) procura avaliar a eficácia relativa de três métodos de ensino (materiais manipuláveis, materiais e computador, tradicional) na aquisição global do conceito de número racional e na consecução de objectivos de ensino previamente seleccionados, e elaborar um conjunto de recomendações que possam contribuir para melhorar a formação de professores. Para cada um dos métodos são planificadas dezassete sessões nas quais se estudam as várias interpretações do conceito de número racional e a representação gráfica de números racionais e se desenvolvem capacidades de comparação de números racionais representados por fracções, de representação de números racionais na recta numérica e de identificação de fracções equivalentes. Para avaliar a eficácia dos métodos são desenvolvidos vários testes. Participam 57 alunos (três turmas) do 5º ano de escolaridade de uma escola de Bragança.


A autora indica que, apesar de não serem encontradas diferenças significativas entre os métodos no final da unidade didáctica, os alunos conseguem grandes progressos em qualquer dos métodos. Exceptuando a identificação de fracções que representam números inteiros e a distinção entre número racional e fracção, os resultados nos outros objectivos são satisfatórios. Os alunos do grupo dos materiais, no entanto, tiveram resultados particularmente fracos em relação ao primeiro daqueles objectivos e na comparação entre números fraccionários representados por fracções com numerador e denominador diferentes. Os melhores resultados nas três turmas são obtidos na identificação de número racional como quociente entre dois números, na leitura de uma fracção, na identificação dos termos de uma fracção, na comparação de números fraccionários em fracções com o mesmo denominador, na identificação de número racional como uma relação parte-todo e na representação de fracções utilizando partes de figuras.


Uma investigação mais recente é realizada por Oliveira (1994) com o objectivo de determinar que diferenças existem na compreensão de diversas componentes do conceito de número racional
, detectar a influência da idade, averiguar se contextos diferentes de apresentação das tarefas
 influenciam o desempenho e pesquisar as concepções erróneas relativas ao dito conceito. Esta investigação é influenciada pela Teoria dos Campos Conceptuais de Vergnaud e a perspectiva das concepções erróneas. Numa primeira fase, através de um teste sobre a componente parte-todo dos números racionais e das notas atribuídas pelo professor no período escolar anterior, são constituídos dois grupos de 15 alunos provenientes de três turmas do 6º ano de escolas C+S da área de Lisboa, a maioria oriunda de meios culturalmente desfavorecidos. Numa segunda fase, são realizadas entrevistas estruturadas com 12 tarefas que envolvem na sua resolução diversas componentes do conceito de número racional e que fazem parte do programa. Depois é feita a análise quantitativa das respostas certas.


Um primeiro aspecto estudado incide sobre a componente parte-todo. Esta depende directamente da capacidade para dividir uma quantidade contínua ou um conjunto de objectos discretos em subpartes ou conjuntos de igual tamanho e desempenha um papel essencial no conceito de número fraccionário. Os alunos obtêm resultados mais baixos nos itens envolvendo quantidades discretas. Este resultado é devido a dois itens nos quais se parte da representação de uma quantidade sob a forma de fracção e se pergunta qual a totalidade. Os alunos fazem, em geral, uma confusão entre a parte-todo com a parte-parte, e com a notação fraccionária. Nos itens referentes a quantidades contínuas verifica-se que a percentagem média de resposta é superior quando o modelo utilizado é o círculo em vez do rectângulo ou do triângulo
. A recta numérica, embora seja uma quantidade contínua, dá origem a resultados muito inferiores aos dos restantes itens
. 


São analisadas também múltiplas componentes associadas ao conceito de número fraccionário. São estudadas, em particular, cinco componentes do conceito: Quociente, Medida, Equivalência, Adição de fracções e Razão. Destacam-se diversas conclusões. O grupo dos alunos com bom desempenho obtém melhores resultados do que o outro em todas as tarefas. Nos dois grupos as componentes quociente, medida e adição obtêm percentagens muito elevadas de respostas certas. A razão e a equivalência revelam-se as componentes onde os dois grupos obtêm resultados mais baixos, sendo os do grupo dos alunos com fraco desempenho particularmente baixos nestas duas componentes. É aliás nestas duas componentes que são maiores as diferenças entre os dois grupos. Os resultados mais baixos dos dois grupos são obtidos na componente razão. Estes resultados estão de acordo com os resultados de estudos realizados noutros países.


Em três das componentes anteriores é possível contrastar os resultados obtidos num contexto concreto com os obtidos num contexto abstracto. Os resultados obtidos em contexto concreto são sempre iguais ou superiores aos obtidos em contexto abstracto e, em todos os casos, a diferença é mais acentuada no grupo dos alunos com fraco desempenho. A autora identifica diversos tipos de concepções erróneas dos alunos, indicados no quadro 3.

Quadro 3 - Concepções erróneas dos alunos

	Tipo I
	está associada ao uso da representação gráfica; o erro resulta da dificuldade em dividir equitativamente a região ou em identificar a unidade

	Tipo II
	está associado ao uso da representação simbólica e pode ser subdividido em IIa, IIb e IIc

	Tipo IIa
	desconhecimento da terminologia adequada e do valor de posição nos números decimais

	Tipo IIb
	transposição para os números racionais de regras aceites para os números inteiros, ou aplicação de regras inventadas pelos alunos

	Tipo IIc
	surge no contexto da recta numérica, é apenas considerado o numerador e lêem o número fraccionário como se fosse um inteiro

	Tipo III
	dificuldade em transferir uma escrita simbólica para um modelo manipulável

	Tipo IV
	ausência de sentido da covariação (relação invariante entre pares de quantidades) em situações de razão



São ainda analisados os resultados consoante os níveis etários dos alunos. Constata-se que os alunos com menos de 12 anos são os que apresentam resultados mais heterogéneos e os com idades entre 12 e 13 os que apresentam resultados mais homogéneos. É interessante notar que os baixos resultados obtidos na componente razão se devem aos alunos entre menos de 12 anos. 


Os dois trabalhos apontam para a possibilidade de conseguir aprendizagens significativas dos alunos nesta temática. O trabalho de Oliveira (1994), em particular, contém indicações detalhadas sobre os processos de aprendizagem que, embora obtidas em condições de entrevista clínica, permitem elucidar muitos detalhes dos processos seguidos pelos alunos e podem, assim, constituir um recurso importante para a elaboração de livros de texto e planificações. As suas indicações devem ser tomadas em conta em futuros currículos.


Estes dois estudos parecem apontar para direcções opostas no que se refere aos processos de ensino. O trabalho de Fernandes (1990) sugere algumas limitações nas aprendizagens de longo termo dos métodos de ensino recorrendo a materiais ou ao computador. No entanto, o trabalho de Oliveira (1994) indica que a propiciação de um contexto favorável a uma ligação ao real é precisamente uma das vantagens para os alunos com maiores dificuldades de aprendizagem. Trata-se de uma questão a necessitar de clarificação, já que nenhum destes estudos permite resolver completamente o problema. Faz-se sentir, além disso, a necessidade de estudos contextualizados na sala de aula.

Números relativos


Em Portugal, não existem investigações que se tenham debruçado especificamente sobre o conceito de número relativo e as suas operações. Apenas em dois trabalhos podemos encontrar algumas referências à aprendizagem deste conceito. A primeira trata-se de uma compilação dos erros de 24 alunos de uma turma do 8º ano na resolução de um teste realizada por Isabel Almeida e está incorporada no estudo de Maria Emília Catela e Wiggo Kilborn (1979). Entre os erros mais frequentes encontra-se (a) a não simplificação de fracções, considerada na época como um erro, (b) incorrecções na adição e subtracção em Z, essencialmente devido a confusão com a regra de sinais da multiplicação, (c) troca na ordem das operações, e (d) erros no conceito de potenciação.


No trabalho de doutoramento de Margarida César (1994) encontra-se também uma referência a este tema. São apresentados aos alunos participantes do 7º ano diversas expressões numéricas para resolver, envolvendo conhecimentos como saber efectuar adições algébricas, saber multiplicar e dividir números relativos, saber efectuar as quatro operações básicas com relativos fraccionários, saber utilizar a propriedade distributiva sem e com números fraccionários, saber retirar um parêntesis precedido de sinal - e saber efectuar operações com potências. A autora menciona que, contrariamente ao tema de equações, não consegue aqui estabelecer uma hierarquia de desempenho, devido à existência de “demasiados padrões de resolução” (p. 269), o que sugere a complexidade de processos envolvidos e a consequente necessidade de aprofundamento através de outros trabalhos de investigação.


Trata-se de uma área na qual praticamente não existe sequer investigação básica. Embora o primeiro trabalho apoie a construção de uma tipologia de dificuldades conceptuais para investigações futuras, o segundo trabalho alerta-nos para a complexidade do problema.

Estimativas de cálculo

Uma investigação, realizada por Manuela Azevedo (1996) com alunos do 2º ciclo, estuda a aprendizagem escolar da estimação matemática. A autora procura compreender os processos utilizados pelos alunos quando produzem estimativas em contexto de aula, bem como identificar as atitudes e concepções dos alunos face à estimação. Utiliza uma metodologia qualitativa envolvendo a observação de aulas, conversas informais com a professora, entrevistas e questionário aos alunos.


Este trabalho identifica vários processos usados em estimativas de cálculo, nomeadamente a reformulação, na qual a estrutura do problema é mantida intacta e os números são alterados para outros mais fáceis de calcular, a compensação, na qual um resultado é compensado devido a alterações efectuadas anteriormente, a translação, que altera a estrutura matemática do problema e a comparação na qual para estimar se determinadas operações são maiores ou menores que uma certa quantidade os alunos usaram unidades mentais de referência. Todos estes processos tinham sido referidos por autores de estudos realizados noutros países. 


Os alunos tendem a utilizar o processo de reformulação nas estimativas com números inteiros e números decimais com sucesso. Nas estimativas com números fraccionários, provavelmente devido a terem sido propostas comparações, os alunos usam maioritariamente comparações e, por vezes, reformulações. Nestes números os alunos recorrem muitas vezes a procedimentos algorítmicos exactos evitando realizar estimações. No cálculo de percentagens poucos alunos estimam, preferindo alguns deles utilizar a calculadora. As estimativas incorrectas ficam a dever-se a erros de cálculo, incompreensão das questões e incompreensão de conceitos. Alguns alunos têm ainda dificuldades em apreciar a razoabilidade dos resultados obtidos. Verifica-se ainda que, embora em algumas tarefas os alunos mostrem muita dificuldade em estimar, facilmente as resolvem algoritmicamente.


Em geral os alunos consideram que uma estimativa é um cálculo mental ou um cálculo aproximado. Quase todos os alunos são de opinião de que numa estimativa pode haver um erro pequeno. Alguns manifestam a opinião de que a possibilidade de poder haver um erro era uma das vantagens da estimação. De um modo geral os alunos acham que estimar era fazer Matemática. Em relação a gostar ou não gostar de realizar estimações, os alunos dividiram-se. Onze (em 28) afirmam gostar de fazer estimativas apresentando como razões a facilidade, a possibilidade de ajustar os números de modo a trabalhar com valores mais adequados, a rapidez, o cálculo mental, o aspecto lúdico. Oito alunos afirmam não gostar de fazer estimativas, por ser difícil, confuso, por se baralharem nas operações envolvidas e por recorrer ao cálculo mental. Oito alunos manifestam uma posição intermédia, com uns dizer que gostam uma vezes e outras não, e outros que era confuso e difícil. No entanto, a maioria prefere fazer os cálculos com papel e lápis em vez de estimativas, por poderem apontar, corrigir e ter uma percepção da evolução das operações
. Esta investigação mostra sobretudo que a estimação constitui uma área ainda pouco valorizada em termos curriculares, embora importante, e onde parece haver muita margem para conseguir melhores resultados por parte dos alunos.

Pensamento funcional
Proporcionalidade

O conceito de proporcionalidade é um dos conceitos-chave da Matemática, através do qual se passa do estudo de diversos tipos de números para a matematização de uma relação entre duas grandezas. Este conceito parte do de número racional e abre o campo para o estudo das funções, da geometria analítica e da modelação.


Existem algumas indicações que apontam para deficiências na aprendizagem do conceito de proporcionalidade por parte dos alunos portugueses. Resultados do TIMSS revelam que, por um lado, o tema Proporcionalidade é aquele em que os nossos alunos do 7º ano se distanciam mais da média internacional e aquele em que os do 8º ano se posicionam em lugar mais baixo entre os países analisados. Um dos itens, por exemplo, perguntava: Uma turma tem 28 alunos. A razão entre o número de raparigas e o número de rapazes é de 4 para 3. Quantas raparigas tem a turma? Nesta questão, apenas 8% dos alunos do 7º ano e 17% dos do 8º responderam correctamente (as médias internacionais são de 31% e 38%, respectivamente) (Amaro, Cardoso e Reis, 1996a, p. 51).


Três trabalhos portugueses debruçaram-se, embora de forma indirecta, sobre a proporcionalidade directa. O primeiro é desenvolvido por Leonor Moreira (1989) e estuda a aprendizagem do uso de uma folha de cálculo electrónica pelos alunos do 2º ciclo. O segundo é o trabalho de Isolina Oliveira (1994), que, como vimos, estuda a aprendizagem de números racionais com alunos do 6º ano. Nestas duas investigações podem ser encontradas descrições de múltiplas estratégias utilizadas pelos alunos em situações envolvendo proporcionalidade. Pequenas referências podem ainda ser encontradas nos trabalhos de Isabel Cabrita (1994).


No primeiro trabalho (Moreira, 1989) participam duas turmas do 6º ano de uma escola da zona suburbana de Lisboa cuja população escolar revela sinais de evidente desenraizamento cultural. Os alunos estudados revelam ter uma “ideia implícita” de proporcionalidade directa. Esta ideia leva-os a ter alguma facilidade na utilização do conceito, embora por vezes considerem como proporcionalidade directa situações que não o são. Entre outros resultados, esta investigação caracteriza brevemente as estratégias seguidas pelos alunos na resolução de diversas situações envolvendo proporcionalidade seguindo um enquadramento teórico influenciado por Vergnaud (1983). São detectadas estratégias multiplicativas e construtivas. Os alunos tendem a utilizar estas duas estratégias consoante o tipo de dados de que dispõem.


A estratégia multiplicativa é caracterizada por ser reconhecido que os termos de uma relação estão ligados por um operador multiplicativo e aplicá-lo à segunda relação. Consoante a relação existem diferentes métodos. O primeiro método considerado é o escalar que consiste em considerar uma relação interna, isto é, entre duas medidas do mesmo espaço de medida e verificar se no outro espaço a relação é equivalente, ou então calcular a medida que se desconhece. Por exemplo, num problema que procura saber se o sabor de um sumo de laranja era o mesmo dadas diversas quantidades de açúcar e laranja, alguns alunos responderam que “têm o mesmo sabor porque se utilizou o dobro de açúcar, mas também o dobro de laranja” (p. 158). Um segundo método utilizado pelos alunos é o funcional que consiste em estabelecer uma relação entre valores de dois espaços de medida e utilizá-la para verificar se entre outras duas medidas correspondentes existe a mesma relação. Por exemplo, no problema do sumo de laranja, há alunos que afirmam que os sumos têm “o mesmo sabor porque a quantidade de sumo de laranja é também oito vezes maior [que a de açúcar]” (p. 158). Um terceiro método encontrado é o do valor unitário, no qual é calculado num espaço o valor correspondente ao valor unitário no outro espaço. Por exemplo, para calcular o preço de 6 Kg de laranjas sabendo que 3 Kg custam 360$ começa-se por calcular o preço de 1 Kg. Um último método consiste na aplicação da conhecida regra de três.


A estratégia construtiva consiste em exprimir a medida como uma combinação linear de outras medidas. São encontrados alguns indícios de aplicação desta estratégia. “Como 7 (minutos) é a soma de 5 com 2, então o espaço percorrido em 7 minutos é também a soma de 2000 com 8000” (p. 156), ou para resolverem um problema de dupla proporcionalidade, alguns alunos consideraram que “40 alunos é 4 vezes mais do que 10 alunos e 21 dias é 3 vezes mais do que uma semana. Então devem beber 12 vezes mais leite e comer 12 vezes [3x4] mais açúcar” (p. 159).


O trabalho de Oliveira (1994) com alunos do 6º ano também permite conhecer algumas particularidades da aprendizagem da proporcionalidade directa. Uma das componentes dos números racionais estudada é a razão (ratio). Os alunos tiveram bastantes dificuldades nesta componente, em especial os alunos com menor desempenho. O estudo faz uma análise aprofundada das estratégias seguidas na resolução de tarefas envolvendo este conceito. Uma delas pergunta qual das misturas tem um sabor mais forte a laranja, uma colher de concentrado e três de água ou três de concentrado e seis de água (grandezas contínuas). Numa outra tarefa pergunta-se em qual dos grupos se come maior quantidade de bolo: no grupo em que há um bolo para três raparigas ou no grupo em que há dois bolos para seis raparigas (grandezas discretas). Uma análise das dificuldades dos alunos (que a autora denomina de concepções erróneas) indica predominantemente uma ausência do sentido de covariação, em especial para os alunos com menor desempenho no caso das grandezas contínuas, e dificuldades associadas à representação gráfica, em especial em dividir equitativamente uma dada região ou em identificar a unidade. Foi também muito nítido nestas tarefas uma diferença no desempenho associada ao nível etário. Os alunos de nível etário mais baixo manifestaram maiores dificuldades utilizando predominantemente um tipo de raciocínio qualitativo.


Este trabalho propõe em especial a extensão do tratamento deste tema a níveis mais baixos. O estudo da proporcionalidade é iniciado no 6º ano sem nenhuma preparação prévia. No entanto, segundo a autora, seria possível, e desejável, incluir em anos anteriores abordagens informais, mais ou menos qualitativas (ampliando ou reduzindo receitas culinárias, preparando bebidas, ampliando ou reduzindo desenhos), e que permitiriam enriquecer o conteúdo das aprendizagens no 6º ano. No entanto, e conforme salienta, esta abordagem exige uma visão da Matemática em que se valorizam os processos informais que os alunos utilizam normalmente e esta visão não é predominante no ensino português, tradicionalmente muito mais preocupado com aspectos de linguagem ou com a correcta execução de algoritmos.


Uma última referência à proporcionalidade directa pode ser encontrada em Cabrita (1994) que analisa os desempenhos de 10 alunas do 4º ano de uma Licenciatura em Ensino da Matemática na resolução de problemas. Quando, nos problemas propostos, o valor unitário é dado, as participantes recorrem à regra de três para determinar o valor em falta e quando o valor unitário não é dado, começam por o determinar. O trabalho constata ainda a dificuldade dos futuros professores em encontrar processos de resolução alternativos. Comparando com a diversidade de estratégias que ocorrem na aula de Matemática e que são encontradas por outros estudos, este trabalho aponta a necessidade de incluir nos cursos de formação inicial actividades que permitam uma compreensão da multiplicidade de caminhos seguidos pelos alunos.


A proporcionalidade inversa, pelo seu lado, tem sido muito menos estudada. Mesmo assim, o trabalho de Ramalho e Correia (1994) efectuado com alunos de 9 anos, permite avançar algumas ideias sobre o desenvolvimento intuitiva desta noção. Um dos itens deste estudo relaciona o volume de um objecto com a quantidade que se pode pôr numa caixa. É apresentada aos alunos uma questão segundo a qual existem 3 caixas grandes iguais com 3 espécies de bolas de tamanhos diferentes perguntando-se qual a caixa que fica com menos bolas se se encher cada uma com as bolas respectivas. 13 alunos em 21 dão a resposta correcta imediatamente e os restantes também acabam por o fazer depois de lhes terem sido dadas algumas pistas. A pergunta “qual é a caixa que fica com menos bolas dentro?” leva estes últimos alunos a escolher inicialmente a caixa com as bolas mais pequenas. O estudo mostra como estes alunos acabam por dar a resposta correcta depois de explicarem a sua resposta inicial. É interessante constatar como as respostas a este item, classificado pelo SIAEP no tópico Volume, nos permitem adiantar que estes alunos não revelam dificuldades num raciocínio qualitativo sobre a proporcionalidade inversa.


Os três trabalhos relacionados com a proporcionalidade directa, revelam tratar-se de um tema complexo, e em relação ao qual se necessita de mais trabalho. O conceito de covariação (Isolina Oliveira) ou a “ideia implícita” de proporcionalidade directa (Leonor Moreira) necessitam de ser estudados em noutros ciclos. A aprendizagem da proporcionalidade inversa necessita igualmente de ser melhor conhecida e relacionada com a ênfase que é dada a este tema nas salas de aula. Pretende-se que os alunos aprendam apenas os procedimentos relacionados com a regra de três simples? qual a preparação feita para temas mais avançados, como o estudo das funções? O trabalho de Isabel Cabrita sugere a existência de uma visão muito limitada deste tema por parte de futuros professores. Em resumo, faz-se sentir a necessidade de estudar o ensino e aprendizagem deste conceito de uma forma integrada.


Podemos retirar algumas conclusões destas investigações. Existem indicações de que os alunos do 6º ano de escolaridade se encontram num ponto de charneira no que diz respeito ao raciocínio proporcional. Há alunos que são capazes de resolver situações envolvendo proporcionalidade de um modo quantitativo, embora os mais novos e os com maiores dificuldades ainda utilizem apenas um modo qualitativo. Futuros professores manifestam preferências por processos matemáticos muito limitados e rotineiros.


Sugestões para uma investigação mais aprofundada do tema merecem atenção. Como afirma Oliveira (1994), é possível que a concentração curricular deste assunto no 6º ano tenha como efeito perverso fazer os professores focarem excessivamente a sua atenção na aprendizagem da regra de três e impedir o estudo prolongado de fenómenos associados à variação de grandezas. No entanto, as estratégias multiplicativas encontradas por diversas autoras (Moreira, 1989; Morgado, 1991; Oliveira, 1994) mostram que, desde muito cedo, os alunos são capazes de resolver com sucesso situações envolvendo a proporcionalidade directa. A investigação deverá estudar como se processa a aprendizagem deste conceito e a sua relação com a aprendizagem da habitual regra de resolução.  Dada a nossa tradição curricular de abordagens muito rígidas e pouco tolerantes para com a utilização de processos de raciocínio informais, será também interessante saber como resulta um ensino informal da proporcionalidade em anos anteriores.

Variáveis, expressões algébricas e expressões lógicas


Diversos aspectos da aprendizagem algébrica têm sido investigados no nosso país. Os primeiros dados encontram-se na compilação dos erros de 24 alunos de uma turma do 8º ano efectuada por Isabel Almeida, que já referimos atrás, (Catela e Kilborn, 1979). Trata-se apenas de uma descrição dos erros mais frequentes e que ocorreram na substituição da variável, bem como dos resultantes da má aplicação dos princípios de equivalência de equações.


O conceito de variável é estudado mais sistematicamente por João Filipe Matos (1987) e Conceição Almeida (1989), ambos no contexto da aprendizagem de programação. Nos trabalhos de Leonor Moreira (1989) e Dárida Fernandes (1994) podem ser encontradas referências ao conceito de variável, desta vez no contexto da utilização educativa da folha de cálculo. A tradução de situações através de equações é estudada por João Filipe Matos (1985). A resolução de equações foi estudada posteriormente por Margarida César (1994). Finalmente, apenas um trabalho, realizado por João Pedro da Ponte (1981), estuda a compreensão de expressões lógicas.


Um primeiro estudo sobre os conceitos algébricos é desenvolvido por J. F. Matos (1985). Trata-se de um  pequeno trabalho, no qual é possível encontrar diversas estratégias utilizadas pelos alunos na tradução para equação de problemas de palavras. São realizadas entrevistas clínicas a 9 alunos do 10º e 11º anos de escolaridade da área de Mecanotecnia de uma escola secundária de Lisboa. Na tradução de problemas para equação, são identificadas estratégias como: arranjo ordenado de palavras, na qual o aluno assume que a ordem das palavras chave do problema, ou a sua reordenação vão ter uma correspondência directa com a ordem dos símbolos da equação; comparação estática, em que os alunos efectuam um arranjo de palavras, mas atribuem algum significado ao texto; comparação operativa, uma concepção de operações que permitam obter uma equivalência entre duas expressões, ou um equilíbrio; e abordagem funcional, um caso especial da comparação operativa, na qual aparece uma estrutura funcional muito nítida (por exemplo, “o M é igual a 8/5 do número de homens”). Praticamente todos os alunos utilizam as duas primeiras estratégias e apenas 4 utilizam as duas últimas.


O mesmo autor (J. F. Matos, 1987) estuda mais tarde a construção do conceito de variável no contexto de actividades de programação na linguagem Logo. O estudo é realizado numa escola primária em Lisboa envolvendo duas professoras com 10 anos de experiência que procuram aplicar a pedagogia Freinet e alunos do 1º ano (21 alunos) e 4º ano (18 alunos). As crianças desenvolvem um conceito primitivo de variável embora nem sempre tenham sido capazes de explicitar essa ideia. Todos os alunos utilizam comandos com um número a seguir, da forma PF 30. Há evidência mostrando que usam diversos valores a seguir a estes comandos. Os alunos são também capazes de utilizar as variáveis do Logo, por exemplo, PF :LADO, e entender quais as consequências de usar estas variáveis. Normalmente, os alunos tendem a escolher nomes próximos do referente. O próprio termo variável é incorporado no vocabulário das crianças parecendo assumir nalgumas delas um estatuto de “instrumento poderoso” com o qual seria possível realizar projectos mais complexos.


Existem outras indicações de que, embora com limitações naturais, os alunos do 1º ciclo são capazes de utilizar variáveis. O trabalho de Fernandes (1994), por exemplo, revela como alunos do 4º ano podem utilizar a folha de cálculo e aprender alguns dos seus comandos.


Um trabalho realizado por Almeida (1989) procura determinar se o ensino a programar em BASIC melhora a compreensão dos alunos de variáveis numéricas. Participaram 63 estudantes do 9º ano da Escola Secundária José Estevão sem experiência em programação, com os quais são formados dois grupos separados aleatoriamente. O grupo experimental recebe 15 horas de ensino sobre programação em BASIC e o de controlo recebe apenas ensino normal. É aplicada uma análise de medidas repetidas. 


Este trabalho utiliza uma classificação de níveis de interpretação de letras desenvolvida por Küchmann que estabelece as categorias letra avaliada, letra ignorada, letra como objecto, letra como incógnita específica, letra como número generalizado, e letra como variável. São encontradas diferenças entre os dois grupos. O grupo experimental tem resultados globais sobre o conceito de variável significativamente melhores do que o grupo de controlo, em particular nos conceitos de variável como uma letra e problemas de palavras
. A distribuição dos resultados dos testes pelos diferentes níveis de compreensão de variável parece confirmar estudos internacionais. Além disso, são encontradas interacções entre as notas de Matemática e os conceitos de variável.


Uma outra investigação realizada por Margarida César (1994), à qual já fizemos uma breve referência a propósito do conceito de número relativo, debruça-se sobre a temática das equações, relacionada com o estudo de diversos aspectos de natureza social. Abordamos aqui os três primeiros objectivos deste trabalho: (a) compreender como funciona o pensamento dos alunos em relação à unidade temáticas Equações, (b) confrontar os alunos com tarefas de tipo habitual e não-habitual, relacionados com essa unidades temática, e (c) identificar as estratégias de resposta “naturais” que eles utilizam na resolução de tarefas não-habituais. Participaram alunos de 7º ano de 15 turmas de 12 professores de uma escola da região da Grande Lisboa


Esta investigação é composto por diversos estudos envolvendo alunos trabalhando em pequenos grupos. Procurando alguma diversidade no contexto da investigação, alguns estudos foram realizados na sala de aula, outros tiveram uma das sessões que é gravada numa sala anexa. O trabalho experimental relacionado com as equações foi realizado depois dessa unidade temática ter sido leccionada pelos professores de Matemática das turmas seleccionadas. Como exercícios habituais são apresentados aos alunos diversas equações para resolver.


Da análise das respostas dos alunos é identificada uma sucessão de níveis hierárquicos de dificuldade de resolução destes exercícios habituais de Equações que poucos alunos não seguem (ver quadro 4).

Quadro 4 - Níveis de dificuldade de resolução de

exercícios habituais de equações

	1. apenas ser capaz de resolver, por cálculo mental, as equações muito simples

	2. saber passar de um membro para outro, quando se utilizam apenas os sinais + e -

	3. saber passar de um membro para outro, quando se utilizam apenas os sinais x e :

	4. saber reduzir ao mesmo denominador ou saber utilizar a propriedade distributiva, quando não existem números fraccionários

	5. saber fazer as duas acções anteriores

	6. saber utilizar a propriedade distributiva, quando já existem fracções, ou saber retirar um parêntesis precedido de sinal -, ou saber retirar denominadores, quando a fracção tem um numerador que é um polinómio e está precedida do sinal -

	7. saber fazer duas destas últimas acções

	8. saber fazer tudo isto



As tarefas respeitantes a situações não habituais envolviam balanças, sendo pedida a determinação de um peso desconhecido. Neste tipo de tarefa são identificadas 5 estratégias de resposta.


Na estratégia da representação gráfica os alunos recorrem a desenhos de balanças para indicar como tinham pensado para chegar à solução do problema. Trata-se de uma representação e não de uma resolução, pois ela constitui apenas um auxiliar visual para a estratégia de resolução que o aluno irá depois utilizar. Esta estratégia só é utilizada sozinha com sucesso quando os problemas são muito simples. Em casos mais complicados, os alunos completam-na com uma outra estratégia de resolução.


A simplificação consiste em cortar algumas das variáveis em jogo (pesos desconhecidos), de modo a simplificar o problema, para depois o poder resolver por uma estratégia semelhante às utilizadas para os problemas mais simples.


A tentativa e erro consiste em experimentar várias soluções e verificar qual delas corresponde à que equilibra os dois pratos da balança. Esta estratégia só é utilizada para os problemas mais complexos. Esta tentativa e erro não é feita ao acaso, havendo indícios de serem efectuados raciocínios complementares. O grau de sucesso está relacionado com a intuição e a persistência dos alunos.


Na resolução aritmética os alunos recorrem às quatro operações aritméticas para resolver o problema. Esta estratégia é muito utilizada nos problemas mais simples. Existem duas subestratégias, a subtractiva e a aditiva, nas quais os alunos indicam subtracções ou adições, respectivamente.


Finalmente, na resolução algébrica os alunos colocam o problema em equação e resolvem-na. Alguns utilizaram sempre esta estratégias, outros apenas recorreram a ela nos problemas mais complexos.


Os alunos que conseguem ter um melhor desempenho são capazes de adaptar as suas estratégias de resposta à complexidade do problema proposto. A análise dos dados revela que os alunos utilizaram estratégias de resposta semelhantes às descritas por outros investigadores. O estudo confirma as constatações de diversos autores de que existem estratégias ditas “naturais”, ou que os alunos utilizam muito em exercícios não-habituais e que são diferentes das estratégias que lhes são ensinadas na sala de aula.


Outras investigações abordam também a aprendizagem de alguns aspectos algébricos. O trabalho realizado por Moreira (1989), que referimos anteriormente, inclui uma pequena comparação entre a utilização da folha de cálculo e a manipulação algébrica. A autora conclui que nos alunos estudados (do 6º ano de escolaridade) existe uma maior facilidade na resolução de problemas utilizando a folha de cálculo do que através de meios algébricos. Isso dever-se-ia a dificuldades na compreensão da linguagem algébrica, precocemente formalizada. Em contrapartida, a folha de cálculo permite a decomposição de um problema em subproblemas levando a uma maior aproximação aos processos de resolução espontaneamente utilizados pelos alunos.


O estudo realizado por Castro e Maia (1996) inclui uma análise das respostas de 300 alunos do 12º ano escolhidos aleatoriamente a diversos itens da prova de aferição de 1994. O primeiro item é Determine, recorrendo a intervalos, o conjunto solução da condição x |x - 1| ≤ 2x - 2. Apenas 8 alunos dão uma resposta correcta e 14 não respondem. 147 alunos (cerca de metade) erram ao transformar a condição com o módulo numa conjunção de duas condições. 88 (quase um terço) transformam a expressão x |x - 1| em |x2 - x| e depois erram na conjunção de condições. Os restantes dão outras respostas incorrectas.


A investigação realizada sobre as aprendizagens algébricas parece indicar que os alunos, mesmo os mais novos, conseguem manipular variáveis desde que o façam num contexto significante (resolução de problemas da vida real, modelação, procedimentos no Logo, comandos numa folha de cálculo). Não existem trabalhos sobre a manipulação algébrica na ausência destes contextos.


A importância atribuída à linguagem matemática, em especial a aspectos de notação, terminologia e rigor de escrita constituem uma das características marcantes do ensino da Matemática pós-primário em Portugal, em especial durante os anos 70 e 80. Apenas um pequeno estudo realizado por Ponte (1981) se dedica a esta temática. Procurando obter o nível de assimilação da matéria constante do capítulo “Questões de linguagem” no 7º ano unificado e verificar qual a evolução nos anos de escolaridade seguintes, o autor aplica um teste aos alunos de 23 turmas do 7º, 8º e 9º anos de escolaridade. Verifica que nos itens envolvendo uma linguagem lógica (isto é, fazendo perguntas sobre os termos designação, proposição, expressão designatória e condição), não relacionados com a sua utilização num contexto de cálculo, o desempenho dos alunos diminuía com a escolaridade, sugerindo que o significado destes conceitos era progressivamente esquecido. Quando esse contexto existia verifica-se uma estabilidade, ou mesmo um progresso no desempenho, mais devido à correcta resolução dos cálculos do que a uma utilização adequada da linguagem. Nos itens envolvendo a linguagem da teoria de conjuntos (como definir conjuntos em compreensão ou em extensão) existem igualmente quebras no desempenho.


Estes estudos mostram que a ausência de contextualização para os aspectos sintácticos (quer algébricos quer lógicos) conduz a grandes dificuldades na aprendizagem. As aprendizagens, quando se verificam, situam-se a um nível superficial e são rapidamente esquecidas. Em contrapartida, quando são proporcionados aos alunos contextos significativos, estes revelam grande capacidade de gerar estratégias de solução criativas e, muitas vezes, surpreendentemente eficazes.

Funções reais


A temática das funções reais de variável real é objecto de três estudos realizados em Portugal, todos eles com alunos do ensino secundário. Assim, João Pedro da Ponte (1985) realiza um primeiro trabalho, a que se seguem bastante mais tarde os estudos de António Domingos (1994) e de Teresa Cardoso (1995).


Um primeiro estudo sobre o conceito de função é realizado por Ponte (1985), na sequência da sua tese de doutoramento, tendo como objectivos estudar se os estudantes portugueses são capazes de reconhecer a ideia de função no contexto de situações da vida real, identificar variáveis dependentes e independentes, e estudar as capacidades dos estudantes. Procurou também analisar os processos utilizados na resolução de problemas envolvendo gráficos e raciocínio funcional. O autor propõe um questionário de 8 questões em torno de um hipotético conjunto de experiências de compressão de gazes e que foi respondido pelos alunos numa aula normal. Participam duas turmas do 10º ano (57 alunos, turmas fracas e com muitos alunos que não iam ter hipótese de transitar para o ano seguinte) e duas do 11º (38 alunos, turmas homogéneas e muito provavelmente melhores que as do 10º), todas da área de Saúde de uma escola secundária dos arredores de Lisboa.


As justificações apresentadas pelos alunos para considerarem uma relação como função prendem-se essencialmente com o conceito de covariação ou de dependência entre as duas variáveis. Os alunos que dizem que não se trata de uma função apresentam argumentos baseados na ausência de regularidade na variação. Os alunos mostram muita dificuldade em encontrar uma expressão que relacione, mesmo de um modo aproximado, as variáveis. Apenas dois alunos dão uma resposta correcta e mais cinco se aproximam de respostas aceitáveis. Muitos alunos do 10º ano dão como resposta expressões lógicas, de carácter não funcional. É de notar que os alunos mostram-se capazes de usar um processo de interpolação ou extrapolação linear apesar de se tratar de uma matéria não leccionada. 47 alunos em 95 afirmam ter utilizado mais o gráfico na elaboração das suas respostas, enquanto 24 usam mais a tabela. 21 alunos afirmam ter usado os dois em pé de igualdade.


Este trabalho espelha alguns problemas associados ao programa de Matemática do ensino secundário então vigente, nomeadamente a valorização excessiva da lógica e da álgebra, em detrimento de um estudo das funções associadas à variação entre grandezas. Conforme o autor indica, a intuição prévia dos alunos sobre a covariação entre duas grandezas (a que chama funcionalidade), é desvalorizada em detrimento de uma relação abstracta e arbitrária entre conjuntos numéricos.


O trabalho de Domingos (1994) referido no capítulo anterior, centra-se especialmente no modo como os alunos, que aprendem sobre funções com o auxílio de meios computacionais, compreendem este conceito, participando 27 alunos de uma turma do 10º ano de escolaridade de uma escola secundária do distrito de Setúbal. Destacam-se algumas conclusões quanto à caracterização do conceito de função. Embora os alunos manifestem alguma desenvoltura na manipulação algébrica e gráfica de funções, quando lhes é perguntado o que é uma função referem entidades matemáticas abstractas como uma correspondência unívoca ou uma fórmula, uma relação entre conjuntos numéricos, verbalizações que, no entanto, não tinham correspondência com os modos como resolvem as outras tarefas. Este resultado está de acordo com estudos estrangeiros. Quanto ao modo como manipulam funções, os alunos discriminam bastante bem o significado dos diversos elementos constituintes das expressões algébricas de funções polinomiais de primeira e segunda ordem, possivelmente devido à importância dada a estes aspectos por parte da professora. O ensino também dá ênfase ao estudo de gráficos de funções e os alunos preferem utilizar a representação gráfica para estudar as funções e sabem interpretar graficamente um conjunto de características como a monotonia, o módulo de uma função, atributos das parábolas e as rectas verticais. Este estudo revela ainda a utilidade de apoiar a resolução de inequações com uma representação gráfica das funções associadas.


Um último estudo realizado por Cardoso (1995), igualmente referido no capítulo anterior, procura saber como se desenvolve a aprendizagem do conceito de função numa turma do 11º ano com alunos desinteressados e com dificuldades, no contexto de ensino em que se privilegiam a utilização de calculadoras gráficas e o trabalho cooperativo. Procura ainda saber em que medida um ensino em que se apela à intuição, à observação e à visualização gráfica contribui para que os alunos desenvolvam atitudes mais positivas face à Matemática e à sua aprendizagem. Participa uma turma da área vocacional de desporto, de muito baixo rendimento escolar a todas as disciplinas, com alunos desmotivados, com muitas faltas e com problemas disciplinares.


Os alunos realizam as actividades muito mais lentamente do que o previsto pela investigadora. Para a resolução das actividades precisam de tomar iniciativas e falta-lhes autonomia, embora a vão adquirindo a pouco e pouco. Num dos grupos, constituído por alunos com competências diversificadas são identificadas algumas dificuldades devidas, segundo a investigadora, à contextualização dos problemas que lhes eram propostos. Assim, os alunos revelam dificuldades na identificação da variável dependente e independente, bem como hesitações na escolha da unidade para a representação gráfica. Segundo a autora, estas dificuldades devem-se a que, tradicionalmente, as questões relativas a funções são apresentadas sem contexto, normalmente solicitando a análise de uma função abstracta representada por uma expressão algébrica. Os alunos deste grupo revelaram um domínio da proporcionalidade directa que tentam aplicar mesmo a situações onde tal não era adequado. Talvez devido à pouca diversidade dos casos estudados no 10º ano, tendem a considerar que todas as funções não-lineares são representadas por parábolas. Os alunos mostram ainda preferência por valores inteiros das variáveis independentes. Este grupo revela-se muito cuidadoso na representação gráfica, apresentando ainda uma maior facilidade no tratamento analítico das questões.


No outro grupo, constituído por três rapazes com desempenhos muito fracos, é identificada uma falta de persistência e de autonomia na resolução dos problemas bem como um código linguístico restrito. Trata-se de alunos que utilizam preferencialmente a calculadora para obter gráficos ou valores numéricos, mesmo em situações apenas resolúveis por via algébrica. Apesar dos seus fracos desempenhos, revelam uma boa capacidade de resolução aproximada de problemas. A sua preferência pela utilização da calculadora gráfica leva-os a efectuar experiências numéricas e a aperceber-se facilmente de padrões ou tendências, bem como em reconhecer que um dado gráfico não corresponde aos dados de um problema.


No que respeita especificamente à identificação de variáveis em situações da vida real, os resultados destes estudos devem ser confrontados com o de Carreira (1992) que investiga as influências exercidas pela utilização da folha de cálculo como instrumento de modelação no processo de aprendizagem dos alunos do 10º ano. O seu trabalho inclui alguns resultados sobre o conceito de variável em tarefas de modelação. Segunda esta autora, as observações mostram que os alunos são capazes de reconhecer variáveis e parâmetros nos problemas tratados, de perceber intuitivamente a forma como estes interagem e, por fim, de exprimir matematicamente tais relações, normalmente através de fórmulas. Apenas nalguns casos os alunos efectuam uma má escolha de variáveis. Os alunos são capazes de distinguir as variáveis dependentes e independentes. Além disso, conseguem lidar com um grande número de variáveis, eventualmente porque todas elas têm um significado concreto.


Estes estudos sobre funções reais mostram que os alunos do ensino secundário têm dificuldade em relacionar a noção abstracta e a noção operativa de função que usam na resolução de problemas práticos. Desde que apoiados por uma abordagem didáctica adequada, os alunos mostram uma facilidade assinalável em aprender a lidar com representações numéricas e gráficas (e em tirar partido de calculadoras gráficas), resultado que vem reforçar as perspectivas decorrentes de outros estudos (por exemplo, Moreira, 1989). Evidenciam-se, no entanto, algumas dificuldades da parte dos alunos na interpretação de situações da realidade, embora isso possa ser em grande medida ultrapassado pelo uso de novas tecnologias.


O conjunto da investigação sobre o pensamento funcional revela, quanto ao 2º ciclo, uma ênfase excessiva nas regras de cálculo sobre proporcionalidade, em detrimento do desenvolvimento do raciocínio proporcional. É muito provável que esta ênfase se estenda a outros níveis, já que os trabalhos sobre o conceito de função no ensino secundário revelam, embora indirectamente, uma aprendizagem demasiadamente assente nos aspectos algébricos. No entanto, faltam investigações mais detalhadas sobre o que se passa nesta área no ensino secundário, e, em especial, sobre o desenvolvimento do conceito de função no 3º ciclo.


Alguns trabalhos estudaram com algum pormenor os conceitos e as produções matemáticas dos alunos. Em todos eles se constata o desenvolvimento natural de métodos, estratégias e conceitos que, embora nem sempre idênticos aos propostos pelo currículo, possuem significado matemático relevante, e poderiam permitir explorações matemáticas estimulantes.


Muitos dos trabalhos analisados incluem ainda uma componente interventiva. Praticamente em todos os casos estudados, a intervenção propiciou o desenvolvimento de competências bem mais diversificadas, essencialmente associadas a processos de matematização mais complexos.

Análise

O estudo das aprendizagens relacionadas com o tema da análise matemática tem sido concentrado em duas áreas: por um lado as concepções sobre infinito (incluindo o conjunto R) e, por outro, o estudo de sucessões.

Números reais e infinito


O conjunto dos números reais tem diversas propriedades não triviais, de que se destacam a densidade e a continuidade. Estes dois conceitos relacionam-se de forma estreita com a noção de infinito. Algumas investigações recentes têm-se dedicado ao estudo desta problemática.


Uma primeira investigação, realizada por Odete João e Marina Rodrigues (1990), tem como objectivo analisar a evolução do conceito de infinito ao longo da escolaridade usando um questionário com itens sobre o conceito de infinito proposto a 655 alunos dos 8º, 9º e 11º anos de escolaridade de escolas secundárias e C+S do distrito de Leiria. Este trabalho revela-nos algumas concepções de alunos sobre várias temáticas envolvendo o infinito: os números, conjuntos numéricos e geométricos infinitos, sucessões e limites.


Duas questões revelam problemas com a representação de alguns números racionais através de dízimas infinitas. Numa delas é colocada a questão: Se 1/3 + 2/3 = 1; 1/3 = 0.(3) e 2/3 = 0.(6) será que 0.(3) + 0.(6) = 1? Justifica a resposta. 27% dos alunos do 8º e do 9º não respondem, bem como 9% do 11º. Poucos alunos (cerca de 10%) respondem que sim. Cerca de metade dos alunos manifesta uma intuição de ordenação dos números que lhes diz que 0.(9) é quase 1, mas não é exactamente 1, e apenas poderá ser 1 por conveniência ou arredondamento
. Este resultado é tanto mais importante quanto a percentagem de alunos que dão uma resposta deste tipo cresce significativamente no 11º ano, fazendo supor que reforçam a sua intuição (incorrecta) com o estudo das sucessões.


O estudo mostra-nos ainda que os alunos consideram existir infinitos números entre 4 e 5. A maioria responde adequadamente a esta questão, embora uma percentagem considerável (entre 40% a 20%) dê outras respostas. A pergunta é possível dizer quantos números existem entre 4.01 e 4.02? obtém resultados semelhantes.


Duas perguntas incidem sobre conjuntos infinitos. À primeira pergunta — onde há mais números reais, em R ou em A = {x  R : 0<x<1}? — a esmagadora maioria dos alunos (mais de 80% em cada nível) indica o conjunto R. À segunda pergunta — onde há mais pontos, num quadrado ou no seu lado? — de um modo semelhante, a grande maioria de alunos (cerca de 70%) indica o quadrado. Nestas respostas os alunos aplicam a intuição do senso comum de que o todo é maior que a parte.


Este estudo investiga também as representações físicas e os modelos mentais da recta. Apenas 16% dos alunos respondem correctamente à questão se aumentasses uma recta ao microscópio que obterias como imagem?
. Os alunos do 11º ano respondem ainda a uma questão que pede para traduzir por palavras a noção de limite que se revela bastante difícil (apenas 12% responde satisfatoriamente)
. Uma última pergunta pede o cálculo de um limite e aqui já 79% dos alunos responde com êxito.


Em resumo, por um lado, os alunos, em geral, parecem entender bem a possibilidade de conjuntos numéricos ou geométricos infinitos, bem como a existência infinitos números ou infinitos pontos num conjunto limitado, mas por outro, atribuem-lhes propriedades (sobre as dízimas, ou sobre o número de pontos num segmento, por exemplo) contraditórias com a matemática escolar, baseadas em intuições provenientes de experiências da vida quotidiana (o todo é maior que as partes, ampliando um objecto vê-se um objecto maior ou em pormenor).


O conceito de infinito é estudado posteriormente por Rodrigues (1994), desta vez em futuros professores de Matemática do 2º e 3º ciclos e ensino secundário. A autora procura conhecer qual o seu conceito de infinito, baseando-se para isso num questionário proposto a cerca de 150 alunos do 4º ano de diversas escolas superiores de educação e universidades.


As respostas revelam uma concepção de infinito limitada ao infinito potencial. Por exemplo, como sinónimos da palavra infinito todos os alunos referem palavras associadas a um infinito potencial, isto é, a processos finitos mas que podem prosseguir infinitamente
. A pergunta — qual o maior número? — tem uma percentagem muito elevada de respostas correctas (79%), embora o número de respostas incorrectas seja significativo. Na comparação da cardinalidade de conjuntos infinitos surgem três tipos de concepções incorrectas: (a) se um conjunto está contido no outro então o cardinal do primeiro é menor que o cardinal do segundo (por exemplo, segundo estes alunos #N < #Z); (b) não se podem comparar cardinais de conjuntos infinitos precisamente por os conjuntos serem infinitos; e (c) os cardinais são iguais porque os conjuntos são infinitos.


A comparação entre o número de pontos de dois segmentos de comprimento diferente e entre uma recta e uma semirecta revelam também conflitos entre o conceito de infinito e a intuição de que o todo é maior do que a parte. Mesmo assim, há menos respostas correctas no caso dos segmentos de recta do que na recta e semirecta. A razão parece estar em que, no segundo caso, mais alunos dizem que têm o mesmo número de pontos porque ambas são infinitas. Este estudo vem confirmar a persistência de intuições baseadas no senso comum. Vem ainda mostrar como os alunos manejam mais facilmente o conceito de infinito potencial do que o de infinito actual.


Uma outra investigação sobre o conceito de infinito é realizada por Helena Martinho (1996), também abordada no capítulo anterior. O seu trabalho inclui uma análise das concepções acerca do infinito dos alunos de uma turma (onze alunos) do 10º ano do curso tecnológico de Design que frequenta a disciplina de Métodos Quantitativos numa escola secundária em Guimarães através de um questionário. Todas as questões assumem a mesma forma: são apresentados dois conjuntos infinitos e pergunta-se qual é maior ou se são iguais. Depois pede-se uma justificação. Analisando as justificações apresentadas pelos alunos, encontramos três tipos de razões diferentes para as respostas produzidas. Muitas vezes os alunos apresentam justificações que têm que ver com o tamanho ou as dimensões das entidades envolvidas. Por exemplo, a totalidade dos alunos acha que o número de pontos do quadrado é diferente do número de pontos de uma recta. A recta é maior porque não é limitada ou porque é infinita. O conjunto dos números reais é superior aos pontos do plano porque o plano ocupa um curto espaço e os números reais são infinitos. Por um argumento semelhante a recta tem mais pontos que um segmento de recta, porque este é finito. Uma segunda argumentação socorre-se da ideia de que o todo é maior que a parte e assim os números naturais são mais do que os naturais pares porque o primeiro contém o segundo. Um último argumento apresentado pelos alunos, normalmente em situações em que não se consegue determinar claramente relações de inclusão ou em que nenhum conjunto é claramente limitado, resume a dizer que, como ambos os conjuntos são infinitos, então são iguais.


Estes resultados corroboram os anteriores, mostrando que as concepções dos alunos sobre conjuntos numéricos ou geométricos infinitos são bastante complexas, evoluindo pouco pelo efeito do ensino-aprendizagem, mesmo em abordagens inovadoras.

O conceito de sucessão


O conceito de sucessão é o tema central de um trabalho realizado por Fátima Jorge (1994). A autora procura, entre outros objectivos, efectuar um levantamento dos conhecimentos e compreensão dos conceitos básicos sobre sucessões, confrontando as respostas de alunos do ensino secundário e superior.


A autora aplica um questionário a 150 alunos dos 11º e 12º anos de diversas escolas secundárias e do 1º e 2º anos da Escola Superior de Educação de Castelo Branco. Os alunos fazem interpretações incorrectas de gráficos de sucessões e mostram dificuldades diversas na representação gráfica de sucessão. Constata-se que muitos alunos memorizam as definições de sucessão limitada, limite de uma sucessão e de sucessão monótona mas não as compreendem e confundem os conceitos de sucessão limitada e sucessão com limite. Aparentemente, os alunos do 12º ano obtêm melhores resultados no conhecimento das definições, que, no entanto, esquecem em anos posteriores. Os alunos revelam muitas dificuldades em temas como o critério de convergência de sucessões monótonas e o conceito de progressão geométrica é rapidamente esquecido. Existem mesmo incompreensões em termos básicos como sucessão, ordem de um termo e valor do termo. As relações de recorrência apresentam dificuldades especiais. Os alunos tendem a considerar as sucessões monótonas de um ponto de vista muito intuitivo e cometem muitas imprecisões de linguagem.


Na análise das respostas dos alunos a itens de exame, realizado por Castro e Maia (1996), já referida, é abordado o tema sucessões. Apresenta-se a sucessão de termo geral un = arctg √n e pede-se para verificar que π/3 é termo da sucessão, que a sucessão é monótona e convergente, pergunta-se o tipo de monotonia e o limite, e pede-se o cálculo de 

. Apenas 5 alunos respondem correctamente a esta pergunta, dando a maioria respostas incorrectas de tipo muito diversificado. Os resultados destes estudos sugerem que as sucessões são um tópico que envolve sérias dificuldades para os alunos, sendo necessário investigações recorrendo a metodologias mais finas também nesta área.


Embora a análise seja um tópico fundamental para os alunos que pretendem continuar os seus estudos no ensino superior, o nosso conhecimento sobre a qualidade das suas aprendizagens é bastante limitado. Fazem falta mais trabalhos sobre este tema, eventualmente estendendo o seu âmbito ao ensino superior. Os trabalhos referidos apontam para grandes dificuldades conceptuais em conceitos básicos, como o conceito de infinito, o da continuidade de R, ou o limite de sucessões.

Geometria

Nesta secção analisamos primeiro os trabalhos que se referem ao conhecimento de conceitos como o de figura geométrica e vector, bem como ao raciocínio geométrico. Consideramos, depois, os trabalhos que se referem a medida e estimação de grandezas geométricas como comprimento, área e volume.

Conceitos e competências geométricas

Diversos trabalhos têm estudado as aprendizagens geométricas dos alunos portugueses. Um pequeno estudo conduzido por Mário Ceia (1990) debruça-se sobre alunos do 1º ciclo. Os alunos do 3º ciclo são estudados por João Pedro da Ponte (1981), Carlota Borges (1994) e Margarida Junqueira (1995). A nível do ensino secundário, Manuel Saraiva (1992) apresenta alguns resultados sobre a aprendizagem da Geometria Analítica. Os conhecimentos geométricos dos futuros professores são objecto de um estudo de Cristolinda Costa (1985) sobre o conceito de área e outros dois de José Manuel Matos (1984, 1985) e Carmo Belchior (1995) sobre o raciocínio geométrico, estes últimos baseados na teoria de van Hiele.


Ceia (1990) realiza um pequeno estudo piloto focado sobre a Geometria do 1º ciclo para investigar o desenvolvimento na criança de métodos formais e modelos conceptuais em Matemática. Efectua entrevistas aos alunos antes de qualquer intervenção do professor, logo após as sessões, e ao fim de três meses
. A análise dos resultados obtidos por 6 alunos do 3º ano de escolaridade revela que as crianças não têm dificuldades em identificar figuras como quadrados, rectângulos, ou ângulos rectos. Existem, no entanto, dificuldades em identificar linhas recta ou linhas curvas. Muito poucas crianças identificam o quadrado como rectângulo, ou o quadrado como losango. Este trabalho mostra que os alunos do 1º ciclo têm das figuras geométricas uma concepção essencialmente visual, de acordo, aliás, com o que se passa noutros países
.


Uma outra indicação das dificuldades em lidar com figuras geométricas caracterizadas através de propriedades pode ser encontrada no estudo do SIAEP (Ramalho, 1994) nas respostas ao item relativo à identificação de um círculo a partir das suas propriedades básicas. Aparecem 4 figuras geométricas (círculo e outras figuras) cada uma com um ponto P no interior e pequenos pontos sobre os lados das figuras, perguntando-se em qual dos seguintes casos estão todos os pontinhos à mesma distância do ponto P? No estudo de Ramalho e Correia, de 21 alunos apenas 5 respondem correctamente de uma forma espontânea e 12 conseguem responder correctamente após muito auxílio. São relatados casos que revelam que os alunos não conhecem (ou não sabem usar) a propriedade de que o centro está à mesma distância de todos os pontos da circunferência e que chegam à resposta correcta através de medições.


Um pequeno estudo sobre o conceito de vector é efectuado por Ponte (1981), evidenciando as dificuldades dos alunos na formulação do conceito de vector como classe de equivalência
. No entanto, não é claro se estas dificuldades se devem ao conceito matemático “classe de equivalência”, se ao próprio conceito de vector livre, distinto do “vector aplicado” utilizado na disciplina de Física. Este trabalho sugere uma séria incompreensão num dos conceitos geométricos básicos utilizados pelos programas de Matemática da época (o outro era o conceito de transformação geométrica). Não existem, no entanto, mais estudos que permitam aprofundar outras dimensões das aprendizagens geométricas dos alunos destes anos de escolaridade.


Um trabalho sobre conceitos e atitudes dos alunos em relação à Geometria é desenvolvido por Carlota Borges (1994). A autora compara dois métodos de ensino da Geometria em duas turmas do 7º ano, um deles recorrendo à linguagem Logo (grupo experimental) e outra ao ensino habitual (grupo de controlo).


Os resultados indicam que a utilização da linguagem Logo neste tópico tem efeitos positivos na aprendizagem. As diferenças entre as médias do teste de diagnóstico e de avaliação mostram que os alunos do grupo experimental conseguem grandes progressos, o que não se verifica no grupo de controlo. No teste de retenção não se registam diferenças significativas. A linguagem Logo permite que os alunos alterem a sua atitude perante as dificuldades e os erros cometidos. Os erros são encarados como fonte de melhoria do processo seguido. Os alunos do grupo experimental obtêm melhores resultados nos conceitos relacionados com os casos de igualdade de triângulos, o que pode ter sido motivado pelo facto que passaram mais tempo na construção de figuras.


Na experiência de ensino efectuada por Margarida Junqueira (1995), estudando detalhadamente os processos geométricos de alunos do 9º ano num contexto de utilização do programa Cabri Geomètre, a aparência das figuras geométricas revela-se preponderante nas construções realizadas. Normalmente, os alunos reproduzem os desenhos que lhes são propostos nas fichas de trabalho. Por outro lado, manifestam uma preferência pela construção de exemplos prototípicos das figuras geométricas. Segundo a autora, o conhecimento cultural que os alunos constroem sobre as figuras geométricas leva-os a reconhecerem-nas e a analisarem-nas mais facilmente quando são representadas em posições familiares. A observação de múltiplas construções no computador leva-os a generalizar este seu conceito. Os alunos utilizam processos de construção diversificados que a autora classifica em quatro tipos de percurso: (a) construções que se desmancham; (b) construções que inicialmente se desmanchavam, mas que eram depois corrigidas; (c) construções resistentes efectuadas com ensaios envolvendo propriedades e relações geométricas; e (d) construções resistentes sem ensaios. A utilização educativa do Cabri, recorrendo à regra de desenhar figuras geométricas que resistissem ao arrastamento pelo rato, desempenha um papel fundamental. A realização de construções temporárias que se desmancham e a sua manipulação é um mecanismo essencial para a construção de figuras resistentes e para permitir a invenção de processos que os alunos passam a usar em novas construções.


No trabalho de Manuel Saraiva (1992) que estuda, entre outros aspectos, a aprendizagem de vectores no contexto da Geometria Analítica do 10º ano, os alunos mostram dificuldade em entender que um vector livre pode ter múltiplas representações. Esta mesma ideia está na origem de dificuldades de interpretação da colinearidade de vectores, pois eles confundem direcção com sentido; os alunos têm dificuldade em dar uma interpretação geométrica a uma resolução algébrica. Aparentemente, são capazes de exprimir um vector numa dada base mas têm problemas com uma questão mais elaborada envolvendo a representação do mesmo vector em duas bases diferentes. O ângulo de dois vectores livres não oferece problemas de maior, bem como as coordenadas da soma e do ponto médio. As actividades propostas permitem que os alunos compreendam as relações entre declives e coordenadas. A especificidade do programa Logo.Geometria torna, no entanto, difícil de generalizar estes resultados.


Duas investigações dedicam-se a estudar, com dez anos de intervalo, as competências geométricas dos futuros professores, uma realizada por José Manuel Matos (1984, 1985) e outra por Carmo Belchior (1994), tendo sido ambas enquadradas pela teoria de van Hiele sobre a aprendizagem da geometria. A primeira tem por objectivo descrever como os alunos das escolas do magistério primário se distribuem pelos níveis de van Hiele bem como estudar a relação entre estes níveis e os anos frequentados e o conhecimento matemático prévio. Utiliza um teste de escolha múltipla com 25 itens, cinco por cada nível. Participam 397 alunos dos três anos das Escolas do Magistério Primário de Beja, Castelo Branco e Faro, futuros professores do 1º ciclo, bem como 102 alunos dos 2 primeiros anos do curso de educadores de infância das Escolas do Magistério Primário de Beja e Faro.


A teoria de van Hiele categoriza o conhecimento geométrico em cinco níveis de complexidade crescente. No primeiro nível os objectos geométricos são entendidos de um modo visual e como um todo. No segundo começam a ser diferenciadas propriedades das figuras geométricas, mas somente no terceiro nível começam estas propriedades a ser ordenadas logicamente. No quarto nível o conhecimento geométrico encontra-se completamente ordenado num sistema axiomático e no quinto é possível compreender a adopção de distintos sistemas axiomáticos, bem como reflectir sobre eles de um ponto de vista metamatemático. Matos recomenda que, como mínimo, os futuros professores deveriam estar no nível 2, sendo o nível 3 visto como necessário para boa gestão curricular. Ou seja, o nível 2 seria suficiente para ensinar de forma “mecanizada” os conteúdos geométricos do currículo português do 1º ciclo, enquanto que o nível 3 seria necessário para um ensino responsável desses mesmos conteúdos. 


Quanto aos futuros professores, o estudo conclui que mais de metade se encontra no nível 2 ou abaixo dele, isto é, a maioria dos alunos tem das figuras geométricas uma concepção essencialmente visual ou é capaz de distinguir algumas propriedades. No entanto, muito poucos são capazes de relacionar logicamente propriedades geométricas. O estudo conclui ainda que o conhecimento geométrico progride ao longo do curso do magistério embora este progresso apenas seja significativo para os alunos que não frequentaram Matemática no ensino complementar (10º, 11º e 12º anos). Uma análise das respostas a alguns itens revela tolerância por figuras geométricas em posições não habituais, uma concepção das classes de figuras geométricas (quadrados, rectângulos, paralelogramos) como disjuntas e um desconhecimento das normas associadas aos sistemas axiomáticos. Quanto aos futuros educadores de infância, a esmagadora maioria encontra-se no nível 1, isto é, possui uma concepção essencialmente visual das figuras geométricas.


O trabalho de Belchior (1994) tem como objectivo analisar os níveis de conhecimento geométrico de futuros professores de Matemática, identificar e descrever as suas atitudes face à Geometria e ao seu ensino e apresentar alguns tipos de erros em problemas geométricos. Participam 18 alunos do 4º ano da Licenciatura em Ensino da Matemática de uma universidade pública.


O instrumento utilizado por Belchior permite obter um nível de van Hiele global, bem como diferenciar os níveis consoante o conteúdo geométrico. O pensamento geométrico global dos participantes neste estudo é mais elevado do que os obtidos por Matos, embora seja ainda considerado baixo pela autora: 10 alunos estão no nível 2, 6 no nível 3 e 2 no nível 4. Os participantes obtêm melhores resultados nos conceitos de círculo e triângulo isósceles, e os piores nas semelhanças e congruências. Quanto às atitudes, determinadas a partir de um inquérito com respostas numa escala de Lickert de 1 a 5, parecem indicar uma certa predisposição para encarar a geometria de forma dinâmica, desenvolvendo actividades que possibilitem os alunos verbalizar os seus raciocínios, discutir e confrontar processos e resultados. No entanto, sentem alguma insegurança quando confrontados com a resolução de problemas geométricos.


Existe a convicção generalizada entre os professores de Matemática que em geral é dedicado pouco tempo ao ensino da Geometria. Efectivamente já no estudo realizado por Cristolinda Costa (1984) os alunos afirmam que o tempo dedicado ao estudo da Geometria era muito baixo. Um terço dos estudantes refere que este tema não é estudado na Escola do Magistério e uma larga maioria indica que ele não é abordado desde o 1º ciclo
. A maioria dos alunos estudados por Carmo Belchior (1994) atribuiu muita importância à geometria aprendida até ao 9º ano, não a considerando uma perda de tempo. Acharam, no entanto, que ela tinha sido dada “a correr” e não passou de um conjunto de definições e propriedades, nunca tendo explorado situações problemáticas. Não existem estudos que nos permitam aprofundar a efectiva oportunidade para aprendizagem da Geometria dos alunos portugueses, embora exista uma convicção generalizada que a Geometria não é leccionada ou é tratada de um modo muito superficial, com uma grande ênfase nos procedimentos e na terminologia. Os programas de 1991 procuram corrigir esta situação, mas não existem ainda dados que permitam saber se a situação de facto se alterou.


Os trabalhos que se debruçam sobre as aprendizagens de Geometria parecem indiciar uma concepção essencialmente visual das figuras geométricas, contendo uma explicitação pontual de algumas das suas propriedades. Este quadro repete-se quer em estudos mais antigos como mais actuais, e tanto em alunos do 1º ciclo como em futuros professores. Os efeitos produzidos por uma abordagem vectorial, ou via transformações geométricas que esteve em voga desde os anos 70, quase não foram estudados, havendo, no entanto, razões para suspeitar da sua reduzida eficácia durante o 3º ciclo. O único trabalho que estuda as aprendizagens de relações lógicas entre propriedades geométricas revela que este é um tema a trabalhar com muito cuidado, e em que a adopção de metodologias de ensino abertas, permitindo uma forte experimentação (com recurso à tecnologia), pode ser uma via de sucesso. A aprendizagem da geometria no 2º ciclo e no ensino secundário quase não tem sido objecto de pesquisa.

Medida de grandezas

O estudo sobre as aprendizagens da medida de grandezas é disperso. A tese de Maria José Cordeiro (1985) debruça-se sobre o conceito de volume seguindo uma perspectiva piagetiana e a de Cristolinda Costa (1984) aborda o conceito de área em futuros professores do 1º ciclo. Mais recentemente dados provenientes do SIAEP (Ramalho, 1994) e de um trabalho subsequente efectuado por Glória Ramalho e Teresa Correia (1994) proporcionam mais alguns entendimentos. O estudo de Manuel Pires (1995) fornece uma descrição detalhada de processos de aprendizagem dos conceitos de área e perímetro e o trabalho de Manuela Azevedo (1996) analisa os processos de estimação de grandezas.


Comecemos pelos conceitos de comprimento, perímetro e área. Uma das competências associadas ao conceito de comprimento é a capacidade de medir correctamente segmentos de recta. Um dos itens propostos pelo SIAEP aos alunos de 9 anos pergunta o comprimento de um segmento quando o ponto zero da régua não coincide com uma das extremidades. Este item revela-se muito difícil para todos os alunos testados. A média internacional de respostas correctas é das mais baixas (42%) e os alunos portugueses têm aqui também um dos seus piores desempenhos (21%) (Ramalho, 1994). Um resultado um pouco melhor é obtido pelos alunos do estudo de Glória Ramalho e Teresa Correia (1994). Neste último, 7 alunos em 21 não chegam a um resultado correcto, mesmo quando lhes são dadas pistas. A resposta certa é obtida através de diversos processos: (a) identificar a unidade de medida e contar o número de unidades correspondentes ao segmento de recta, (b) subtrair 3 de 9, e (c) uma contagem a partir do zero. As respostas erradas apareceram associadas a uma contagem a partir do 1 da régua.


O conceito de perímetro é também estudado pelo SIAEP. Um item pergunta aos alunos de 9 anos qual o lado do quadrado, sabendo que “o comprimento total de todos os lados” é 20 cm. 39% alunos portugueses de 9 anos testados respondem correctamente (55% a nível internacional). O estudo de Ramalho e Correia (1994) revela-nos que alguns alunos têm dificuldades na interpretação do enunciado (confusão entre “comprimento total dos lados” e “comprimento de cada lado”), cometem erros diversos em operações aritméticas e manifestam dificuldades na identificação do quadrado ou na distinção entre quadrado e cubo.


Um outro item mostra um rectângulo indicando o comprimento de dois lados adjacentes (24, 16) e pergunta quantos centímetros de fita são necessários para rodear completamente o rectângulo? No SIAEP os alunos portugueses obtêm 35% de respostas correctas (46% a nível internacional). No estudo posterior de Ramalho e Correia (1994), todos os alunos chegam à resposta correcta. No entanto quase metade só o consegue depois de serem dadas pistas. Alguns alunos têm problemas na interpretação do enunciado, outros confundem perímetro com área. Apesar de nem todas as medidas necessárias estarem expressas, os alunos reconhecem rapidamente a igualdade de comprimentos entre lados opostos.


Um trabalho realizado por Cristolinda Costa (1984) investiga o conceito de área de futuros professores do 1º ciclo. É proposto um teste para identificar o nível de compreensão do conceito de área dos mesmos através do desempenho atingido em sete tarefas. Participaram 40 estudantes do 1º e 53 do 3º ano da Escola do Magistério Primário de Chaves.


A autora classifica os estudantes em três níveis de compreensão do conceito de área e conclui que os alunos estudados têm muitas deficiências na compreensão do conceito de área. Apenas 28% dos alunos do 1º ano e 13% do 3º têm uma compreensão básica deste conceito, o que significa que conseguem aplicar a fórmula da área, contar unidades de área para determinar a área total, ou seleccionar medidas apropriadas à determinação da área de polígonos. Apenas um aluno do primeiro ano atinge o nível intermédio e nenhum aluno de qualquer dos anos atinge o nível superior. Usar a régua para determinar a área de um polígono, reconhecer que figuras com a mesma área podem não ter o mesmo perímetro e vice-versa e ser capaz de decompor uma figura no geoplano revelam-se bastante difíceis. Estes resultados são extremamente fracos. No entanto, fica no ar a questão de saber em que medida eles derivam de insuficiências reais dos alunos ou são principalmente consequência do nível de dificuldade dos instrumentos e dos critérios de sucesso muito restritivos utilizados pela autora
.


Num trabalho mais recente, os conceitos de área e perímetro são investigados por Manuel Vara Pires (1995). O seu estudo, que usa uma abordagem interpretativa, tem como objectivos saber como encaram alunos do 6º ano a utilização de materiais concretos (régua e esquadro, geoplano, tangran, modelos em cartolina, materiais de uso corrente, calculadoras) na sua aprendizagem matemática, saber que concepções acerca de área e perímetro são revelados por alunos do 6º ano e que processos/abordagens de resolução são utilizados por estes alunos em tarefas que envolvam aqueles conceitos. O investigador assiste como observador participante à totalidade das aulas de uma unidade didáctica (13 aulas) sobre o perímetro e a área decorrente do desenvolvimento habitual do programa da disciplina de Matemática. Para além de notas registadas durante a observação, é feito um teste, um questionário e entrevistas. Participam 23 alunos de uma turma do 6º ano no nordeste transmontano.


As aulas são preparadas conjuntamente pelo investigador e pela professora. Reconheceram-se como aspectos importantes a ser desenvolvidos pelos alunos: (a) a manipulação de materiais concretos; (b) a resolução de situações problemáticas; (c) a comunicação e discussão das suas opiniões; (d) o trabalho em pequeno e em grande grupo; e (e) o trabalho de casa
. Os alunos revelam algumas dificuldades com a noção de unidade de medida. Estas dificuldades, mais pronunciadas na área do que no perímetro, passam pela escolha pouco adequada de unidades de medida, pela indicação de unidades unidimensionais para a área e bidimensionais para o comprimento, pela confusão entre unidade e medida e pela aceitação de uma relação directa entre a unidade de medida e o número de unidades necessárias.


Os alunos associam verbalmente o perímetro de uma figura à “soma de lados” e à linha fronteira. Não revelam dificuldades significativas na determinação e estimativa de perímetros de rectângulos, sendo a adição da medida dos comprimentos dos lados o processo de resolução mais seguido. As estratégias incorrectas estão relacionadas com ligações à área: multiplicações ou unidades bidimensionais. A utilização do esquadro e da régua não constitui problema, exceptuando os casos de alinhamento indirecto com o objecto ou de precisão das medições.


O conceito de área revela-se mais complicado que o de perímetro. A área de uma figura é verbalmente associada às noções de produto, espaço-superfície, interior, medida e comprimento, e dá origem a cinco padrões de respostas: multiplicação dos comprimentos dos lados, contagem de quadrículas, adição de medidas de comprimento, ou indicação de unidades unidimensionais. O cálculo da área de rectângulos, sendo indicada a divisão em quadrículas, ou recorrendo a unidades físicas, não levantou dificuldades especiais. As figuras poligonais não rectangulares e as não poligonais levantaram mais problemas aos alunos. Quando utilizaram a decomposição, foram identificados diversos processos incorrectos. Quando utilizaram o enquadramento, verifica-se uma incompreensão generalizada.


Finalmente a relação entre área e perímetro revela-se problemática. Ao contrário do que defendem algumas correntes pedagógicas, este estudo verificou que, quando estes conceitos são abordados independentemente os alunos respondem com segurança. Quando o perímetro e a área são abordados em simultâneo, surgem algumas confusões, nomeadamente considerando que figuras com o mesmo perímetro têm a mesma área. Estas conclusões necessitam de um maior aprofundamento em investigações posteriores.


Estas investigações mostram que os alunos apresentam, normalmente uma confusão entre área e perímetro que persiste até muito tarde. No trabalho de Teresa Cardoso (1995), que já referimos, esta confusão ainda permanece em alunos do 11º ano.


A aprendizagem do conceito de volume é objecto de uma investigação desenvolvida por Maria José Cordeiro (1985). Este trabalho tem como objectivo investigar a compreensão da medição de volume de alunos portugueses do 1º ciclo à luz da teoria piagetiana identificar quais as competências necessárias para o currículo português dos 1º, 3º e 4º anos e estudar a sua pertinência à luz do desempenho dos alunos. São utilizadas cinco tarefas administradas individualmente usando protocolos estruturados. Duas delas têm por base o trabalho de Jean Piaget (replicação de um sólido, construção de um sólido com mesmo volume, base distinta) e três o de Thomas Carpenter. São entrevistadas 60 crianças dos anos 2, 4 e 5 de uma escola primária e outra preparatória, ambas de Lisboa.


Enquadrar os resultados obtidos com este trabalho na teoria de Piaget tem alguns problemas. As propostas de Piaget e Carpenter partem de paradigmas muito diferentes criando dificuldades na definição operacional dos conceitos utilizados. No entanto este estudo permite-nos conhecer as respostas de alguns alunos a tarefas específicas. A maioria dos alunos dos 2º e 4º anos reproduz um paralelepípedo igual a um dado, mas não é capaz de dar uma explicação razoável sobre a razão porque eles são iguais. 85% dos alunos do 5º conseguem dar essa explicação, do tipo, “construí um bloco do mesmo tamanho que o modelo” ou “escolhi os blocos para a base e construí um bloco com a mesma altura”. Quando solicitados a construir um volume equivalente ao de um paralelepípedo dado, mas partindo de uma base diferente, a maioria dos alunos do 2º ano e um número significativo do 4º não vê necessidade de construir um bloco de altura superior à do modelo. A maioria dos alunos do 4º e do 5º ano tenta construir um bloco de altura superior, mas não sabe determinar a altura. Apenas 4 alunos do 5º ano (20%) resolvem esta tarefa satisfatoriamente. A grande maioria dos alunos do 2º e do 4º mede um volume 1x1x4 usando um cubo unitário comparando os dois volumes em termos de apenas uma dimensão ou fazendo mudanças de posição mentais. Apenas no 5º ano um número razoável de alunos (45%) resolve adequadamente esta tarefa. Quando solicitados a encher uma caixa com a forma de um paralelepípedo sucessivamente com blocos unitários de tamanhos diferentes, a maioria dos alunos de todos os anos enche completamente o bloco e sabe que o número de blocos dependia do conjunto de blocos usado. No entanto não relaciona essa medição com o volume. A maioria dos alunos do 2º e do 4º apenas consegue determinar o número de blocos que compõem um paralelepípedo se eles forem visíveis. Um número considerável (40%) dos alunos do 4º e a quase totalidade dos alunos do 5º consegue calcular correctamente o volume deste paralelepípedo usando multiplicações.


O estudo de Manuela Azevedo (1996) investiga os processos associados à estimação de medidas de comprimento e área. A autora detecta quatro processos na estimação de medidas de comprimento: iteração de unidades, que faz apelo sucessivo a uma unidade mental de referência, comparação, no qual, tal como no caso das estimativas de cálculo, se compara o nosso objecto com um outro (unidade de referência) acerca do qual se tem um conhecimento prévio, uso de sinais de subdivisão, no qual se subdivide o comprimento a estimar e se faz a contagem das várias medidas obtidas e ajustamento, que faz um acerto final da medida. Surgem diversos erros relacionados com o conceito de perímetro (base x altura, base + altura). Uma actividade relacionada com a estimação de áreas é convertida pelos alunos num problema de multiplicação resolvido por estimação. Surgem erros relacionados com o conceito de área (perímetro indicado em m2) e nos cálculos aritméticos. Nalguns casos surgem problemas porque os alunos não possuem uma unidade mental de referência.


As investigações sobre a medida de grandezas permitem fazer um levantamento quer dos temas curriculares nos quais os alunos revelam dificuldades, quer daqueles em que não se revelaram problemas. Os trabalhos de Pires e de Azevedo, em especial, são bastante detalhados quanto a estes aspectos. O trabalho de Costa, ao revelar uma ênfase predominante nos aspectos computacionais (fórmulas), que conduz a aprendizagens de qualidade muito limitada, deixa-nos algumas preocupações. Embora realizado há alguns anos, seria interessante saber se nas aprendizagens sobre medida de grandezas se detectam hoje aspectos semelhantes. Infelizmente os dados das comparações internacionais parecem apontar neste sentido. O trabalho de Pires revela ainda que metodologias de ensino mais sofisticadas, com ênfase, por exemplo, em explorações de materiais, conseguiram resultados mais positivos.

Estatística e Probabilidades

A Estatística e as Probabilidades são temas fundamentais que permitem uma ligação entre os saberes matemáticos escolares  e a matemática utilizada no dia a dia. No entanto, apesar de fazerem parte do currículo do ensino secundário anterior à reforma, raramente terão sido leccionados e apenas nos anos 90 os alunos portugueses têm tido oportunidade de aprender estes tópicos. A investigação reflecte esta situação, e só recentemente começaram a surgir estudos nesta área. No que se refere à aprendizagem das Probabilidades é de referir um estudo conduzido por José António Fernandes (1990). Relativamente à Estatística, podem retirar-se algumas indicações do SIAEP e do TIMSS.


Na verdade, os resultados apresentados pelo TIMSS (Amaro, Cardoso e Reis, 1996) revelam que os alunos portugueses do 8º ano apresentam comparativamente a sua melhor posição, bem como a menor diferença em relação à média internacional na área Representação e Análise de Dados. Quando se analisam apenas os itens relacionados com os currículos portugueses, esta área é aquela que apresenta percentagens de respostas correctas mais altas nos dois anos. Numa questão que solicita a identificação da temperatura mais alta numa tabela, o 7º ano obtém resultados próximos da média internacional e o 8º ultrapassa-a. O mesmo acontece numa questão envolvendo a interpretação de pictogramas.


No mesmo sentido apontam os resultados do SIAEP (Ramalho, 1994). Os resultados dos alunos de 13 anos mostram que no tópico Análise de Dados, Estatística e Probabilidades os alunos portugueses obtêm uma média igual à internacional
. Estes resultados são de registar, principalmente se tivermos em conta que este tema não fazia parte do currículo na altura da realização destes testes.


Um trabalho realizado por José António Fernandes (1990) estuda as aprendizagens relacionadas com o raciocínio probabilístico procurando em especial identificar algumas concepções erradas que estão na base de dificuldades de ensino-aprendizagem de conceitos do tema de Probabilidades e avaliar a influência da experiência de aprendizagem de Probabilidades e do rendimento escolar dos alunos no erro por eles cometido em situações probabilísticas. Participam alunos sem experiência de aprendizagem de probabilidades (4 turmas do 11º ano) e 32 alunos do 4º ano da Licenciatura em Ensino da Matemática da Universidade do Minho aos quais foi proposto um questionário.


Verificam-se nos alunos estudados respostas com um padrão semelhante às encontradas em estudos doutros países. As respostas apresentadas pelos alunos sem experiência de aprendizagem de probabilidades não se distinguem claramente das dos alunos com essa experiência. Quanto aos raciocínios, a maior discrepância observada refere-se à aleatoriedade, que os alunos do ensino superior baseiam predominantemente na equiprobabilidade ou em referências ao espaço amostral e que os alunos do 11º ano baseiam no acaso. Não se encontram diferenças significativas entre as médias dos erros dos dois grupos
.


Enfim, no que se refere a Estatística e Probabilidades, e apesar de se tratar de uma área bastante importante, a identificação dos conhecimentos, capacidades, dificuldades e estratégias de raciocínio dos alunos está essencialmente por fazer.

Conclusão

Os trabalhos efectuados na área das competências matemáticas apresentam um quadro global preocupante. Isso resulta tanto de estudos em larga escala, efectuados nos anos 70 e 90, que abordaram uma grande variedade de conhecimentos e competências, como dos estudos realizados nos anos 80 e 90 com pequenos grupos e incidindo de um modo geral em conceitos particulares. Os alunos portugueses (até os futuros professores) mostram dificuldades em conceitos como área, proporcionalidade, vector, sucessão, função, infinito, probabilidade, etc. e revelam baixos níveis de desempenho em questões que remetem para a resolução de problemas, o raciocínio e a comunicação. 


Os resultados obtidos pelos alunos portugueses em estudos internacionais sugerem que tem existido uma ênfase exagerada nos aspectos de cálculo aritmético nos primeiros anos, que se transforma numa valorização quase exclusiva do cálculo algébrico no 3º ciclo. No ensino secundário, esta valorização do cálculo algébrica inclui também a ênfase nas operações lógicas e nas regras de derivação e cálculo de limites. Aprendizagens mais conceptuais envolvendo, por exemplo, o sentido de número, o raciocínio proporcional, o uso de funções para modelar situações da vida real, a compreensão de relações entre propriedades geométricas ou outras, parecem merecer uma atenção reduzida no nosso ensino. Embora uma grande responsabilidade por esta situação possa ser atribuída aos currículos anteriores à reforma, não existe. neste momento, investigação suficiente que permita saber em que medida esta situação se vai alterar com os novos programas.


Quando abandonamos este quadro global das aprendizagens de conceitos matemáticos e estudamos em pormenor os processos de raciocínio, ressalta a diversidade das estratégias usadas pelos alunos. Aquilo que parecem à primeira vista serem simples concepções erradas surgem como modos diversificados de apropriação dos conceitos e processos matemáticos. Esta diversidade coloca um desafio para investigações futuras. Alguns estudos disponibilizam já um primeiro levantamento de algumas destas estratégias, mas há ainda muito por saber. Falta também conhecer quais os distintos modos de aprender Matemática contextualizados na sala de aula. Outro problema que se coloca é de ordem mais didáctica: como pode o professor transformar esta pluralidade de concepções e estratégias dos alunos em factor de aprendizagem colectiva?



O esforço de inovação associado a muitas investigações aqui referidas é notável. Na maior parte dos casos, as intervenções realizadas têm sido bem sucedidas. Isto é, as competências mais complexas que interessa promover nos alunos aparecem, de um modo geral, como resultado de abordagens inovadoras conduzidas com os devidos cuidados. Uma parte deste sucesso deve-se, sem dúvida, a uma grande motivação dos experimentadores, em muitos casos eles próprios professores. No entanto, este resultado sugere-nos também a possibilidade real de obter mudanças na aprendizagem dos alunos desde que se alterem de modo adequado os processos de ensino e contexto educativo.
3.4  Capacidades de matematização

Referimos nesta secção as investigações que se debruçam sobre o que se pode designar por capacidades de matematização, ou seja, as competências e processos através dos quais os alunos produzem, geram, constroem, imaginam e generalizam ideias matemáticas. Segundo Dreyfus (1991), podemos distinguir duas grandes características no raciocínio matemático avançado: o recurso mais ou menos elaborado a representações internas e externas e a capacidade de abstracção. A primeira inclui a disponibilidade para alternar entre diversos tipos de representação externa, a capacidade de visualização e a capacidade de modelar situações. A segunda é decisiva para os processos de resolução e formulação de problemas, generalização e demonstração.

Uso de diferentes representações

O raciocínio matemático exige o trabalho intensivo com representações externas, sejam elas símbolos matemáticos, diagramas, gráficos. Estas representações são usadas como forma de tornar os processos de comunicação mais fáceis, interligando a manipulação simbólica com os significados que associamos aos conceitos. Mas os conceitos matemáticos são também trabalhados mentalmente, utilizando o que se costuma chamar de representações internas dos conceitos. Uma capacidade matemática produtiva está associada a modelos mentais necessariamente ricos. As capacidades de representar os conceitos matemáticos e de relacionar entre si as diversas representações de um mesmo conceito estão associadas ao pensamento matemático avançado. 


Três trabalhos realizados em Portugal debruçam-se sobre este assunto. Dois deles, realizados por Dora Almeida (1987) e Isabel Valente Pires (1992) surgem no contexto da resolução de problemas. Outro, de António Domingos (1994), reporta-se ao uso de meios computacionais.


Um pequeno trabalho de Almeida (1987) apresenta-nos algumas ideias que poderão motivar estudos mais profundos. A autora estuda a relação entre o tipo de problema, a forma de apresentar o problema, a atitude dos alunos e o seu sucesso na resolução de problemas. Parte de dois problemas, um de aplicação do Teorema de Pitágoras e outro que pode ser resolvido por diversos processos entre os quais uma equação do 1º grau, não sendo de aplicação directa de nenhuma matéria específica. Cada problema tem três formas específicas (forma desenhada, forma verbal com história ou forma verbal com conceitos matemáticos). Participam 41 alunos do 8º e 50 do 9º de uma escola secundária da periferia de Lisboa. Cada aluno resolve 2 problemas, mas com enunciados correspondentes a formas diferentes. Verifica-se que os alunos obtêm um melhor desempenho no problema de aplicação directa e que os piores resultados estão associados aos problemas em forma verbal. Os alunos do 8º revelam uma maior preferência por problemas na forma desenhada, enquanto que nos do 9º não é nítida a preferência por alguma das formas. Os alunos acham também que o problema de aplicação directa é mais fácil. Verifica-se ainda que 27% dos alunos do 9º ano e 40% dos do 8º afirmam não resolver problemas na aula. A maioria dos que o fazem resolve principalmente problemas de aplicação directa de conceitos e problemas em forma verbal.


Pires (1992), cujo trabalho é analisado mais detalhadamente noutro capítulo, analisa as estratégias a que alunos do 1º ciclo recorrem com maior frequência e a forma como elas evoluem ao longo dos anos. Esta autora estuda a relação entre estas estratégias e o nível de factor geral de inteligência ou o nível de competência matemática. Para isso, compara os registos escritos de processos de resolução de problemas pertencentes a diversos testes de avaliação de 208 alunos produzidos durante os quatro anos do ensino primário, correspondentes aos anos lectivos 1983/87 e compara-os com os níveis de factor geral de inteligência e ainda as classificações gerais do teste final de Matemática.


Reflectindo uma forte influência da caracterização de representações proposta por Bruner, ela distingue entre as estratégias de acção
, quando é usado material de concretização para a resolução do problema; as estratégias icónicas, quando a criança representa a situação através de esquema ou desenho; e as estratégias simbólicas, quando a criança expressa o processo de resolução do problema através da linguagem simbólica matemática. Uma análise quantitativa das estratégias utilizadas pelos alunos em cada um dos três problemas do teste no final do 1º ano revela que nesta altura os alunos utilizam predominantemente as estratégias simbólicas e icónicas. Constata-se ainda que mais de 80% dos alunos utilizam estratégias simbólicas, quer isoladamente, quer em conjunto com outras. Cerca de 60% dos alunos utilizam as mesmas estratégias nas três situações problemáticas deste teste. Conforme a autora refere, a frequência da estratégia de acção deve estar subavaliada, uma vez que o modelo de ensino estimula o recurso a materiais manipuláveis, mas a contagem pelos dedos é desencorajada e, além disso, esta investigação baseia-se na análise de registos escritos pelos alunos, nos quais as professoras indicam a posteriori se tinha sido utilizada uma estratégia de acção. Algumas cautelas devem ainda ser usadas na interpretação do facto de que a maioria de alunos utiliza uma estratégia simbólica. Esta estratégia é operacionalmente identificada com a escrita de linguagem simbólica matemática. Muitas crianças aprendem apenas uma manipulação de algarismos que, embora formalmente correcta, não evidencia qualquer compreensão operacional dos processos matemáticos envolvidos.


O trabalho de Pires compara ainda a frequência de utilização das diferentes estratégias com o sucesso na resolução de cada problema, obtendo assim uma taxa de eficácia de cada estratégia. Dada o número diminuto de alunos que foram detectados a utilizar a estratégia de acção, os resultados mais interessantes provêm das outras duas estratégias. Constata-se que a utilização simultânea das estratégias icónica e simbólica obtém consistentemente uma maior taxa de sucesso em todos os problemas. A eficácia obtida pelos alunos que recorrem a esta estratégia mista é significativamente melhor do que a dos alunos que utilizam apenas quer a estratégia icónica quer a simbólica. Seria precipitado decidirmos que existe uma causalidade entre a utilização de determinada estratégia e o sucesso. Uma explicação alternativa é, por exemplo, o facto de o projecto estimular a utilização de estratégias mistas, sendo de esperar que os alunos nele mais socializados (ou seja, os “melhores alunos”), optassem por elas.


Um outro nível de análise consiste na comparação entre as estratégias utilizadas e a classificação no teste final de Matemática do 1º ano, por um lado e o factor geral, ou inteligência geral, por outro. Este constructo desenvolvido por Spearman é definido por Leandro de Almeida (1988) como a “capacidade de raciocínio geral ou capacidade de aprender e estabelecer relações”, ou “capacidade de pensar ou trabalhar com símbolos abstractos”, “capacidade de resolver novos problemas”, ou ainda como “capacidade para adquirir e raciocinar com novos sistemas conceptuais” (p. 25). Pires determina este factor (factor g) através das matrizes progressivas de Raven que procuram determinar a capacidade actual de compreender de um indivíduo, independentemente das experiências escolares passadas e do seu poder de comunicação verbal.


É efectuada uma análise descritiva comparando em cada um dos três problemas o factor g, a classificação no teste e as estratégias utilizadas. Globalmente, constata-se que, em todos os problemas, a média do factor g dos alunos que utilizam a estratégia simbólica é a mais alta, seguida da média dos que utilizam uma estratégia mista icónica/simbólica, seguida finalmente dos que utilizam a estratégia icónica. Constata-se ainda que, em todos os problemas, a média da classificação no teste de Matemática dos alunos que utilizam a estratégia mista icónica/simbólica é a mais alta seguida da média dos que utilizam uma estratégia simbólica, muito embora não se conheça a significância estatística destes resultados.


A autora procura comparar as estratégias utilizadas por cerca de 200 alunos nos 3 problemas constantes em cada um dos 5 momentos de avaliação escolhidos (cerca de 3000 processos de resolução). Constata-se que as estratégias de acção são as primeiras formas de resolução de problemas a surgir e sendo progressivamente abandonadas. Aparecem também outras estratégias, de tipo icónico que vão desaparecendo à medida em que vão aumentando as de tipo simbólico, e, em especial, as de tipo simbólico mais elaborado.


O trabalho de António Domingos (1994), que referimos na secção sobre funções, também se dedica ao estudo do modo como os alunos se relacionam com as diferentes representações das funções, bem como do modo de traduzir de uma representação para outra. O autor constata que os alunos abordam as diferentes representações de funções de uma forma integrada. Dado o tipo de ambiente onde os alunos trabalham (um software que integra os aspectos gráficos e os algébricos), a ligação entre as diferentes representações é feita naturalmente e torna-se fácil compreender os pontos fortes de cada uma tomada isoladamente. A tradução da representação algébrica para a gráfica revela os aspectos gráficos associados a constantes algébricas. Os alunos desenvolvem estratégias para a passagem da representação gráfica para a algébrica, nomeadamente através da determinação dos pontos em que o gráfico corta os eixos coordenados. No entanto, em situações complexas os alunos tendem a refugiar-se em representações algébricas.


Aprender Matemática é, também, adquirir uma linguagem de tipo especial que permita interpretar múltiplos fenómenos e comunicar acerca deles. A força da linguagem matemática depende da capacidade do utilizador em encontrar uma representação adequada para descrever e resolver problemas associados a uma situação. Daí que se tenha revelado prioritária a inclusão nos currículos de Matemática de oportunidades para os alunos explorarem uma diversidade de representações. Os três trabalhos efectuados neste domínio revelam que o sucesso está associado à capacidade para a utilização simultânea de diferentes representações. Trabalhos posteriores deverão, no entanto, esclarecer múltiplos aspectos didácticos, por exemplo, saber se todos os modos de representação são igualmente facilitadores da aprendizagem, nomeadamente se existem alguns desaconselháveis ou outros que apenas produtivos em determinados contextos.

Visualização

A capacidade de visualização tem grande influência em diversos aspectos da aprendizagem da Matemática. Embora apareça normalmente associada à aprendizagem da geometria, ela é importante para o desenvolvimento de muitos outros conceitos entre os quais o de função. Duas investigações, uma realizada por Fátima Gordo (1993) e outra por Paula Mourão (1994), debruçam-se sobre o tema.


O trabalho de Gordo, já abordado noutro capítulo,  estuda a relação entre o desenvolvimento da visualização espacial e a construção de conceitos matemáticos em crianças do 1º ciclo. A aplicação de um conjunto de actividades leva a constatar que é possível, através de uma intervenção adequada, promover uma evolução positiva de diversas capacidades espaciais
. Os alunos aprendem a ver melhor as figuras e passam a dar mais atenção ao detalhe. Nem sempre os alunos que costumam liderar a aula são os que têm mais facilidade (por vezes são os alunos mais fracos os primeiros a descobrir uma solução). Detecta-se ainda que os alunos da turma envolvida na experiência têm resultados significativamente mais elevados nos testes de conhecimentos de Matemática do que alunos não envolvidos, o que revela a existência de efeitos de transferência das aprendizagens nas capacidades espaciais para outras capacidades matemáticas.


Um trabalho diferente é realizado por Mourão. Trata-se de um estudo piloto com o objectivo de analisar o modo como os alunos desenham e interpretam desenhos de sólidos geométricos, particularmente as representações/desenhos bidimensionais de sólidos geométricos no que diz respeito a destrezas de representação e suas relações com pontos de vista e propriedades matemáticas dos objectos. Participam três turmas do 7º ano de escolaridade (78 alunos) do distrito de Braga. Numa primeira fase (um tempo lectivo) são mostrados aos alunos vários sólidos de dimensões e materiais diferentes e esqueletos de sólidos construídos com palhinhas de refresco e palhetas de limpar cachimbos e são lembrados os seus nomes e algumas das suas características. São deixados visíveis dois sólidos (paralelepípedo de cartolina e o esqueleto de uma pirâmide) e é pedido aos alunos que os “representem/desenhem” de modo a poderem ser identificados por outros alunos. Numa segunda fase são realizadas entrevistas individuais a 34 alunos sobre as realizações então efectuadas. Depois mostram-se várias representações do mesmo sólido realizadas por outros alunos e pede-se um comentário.


São apresentadas as representações bidimensionais do paralelepípedo agrupadas em 8 categorias. A maioria dos alunos (87%) realiza representações próximas do objecto, com variações quer quanto ao paralelismo, quer às dimensões da base, quer quanto a outros aspectos que consideraram ser importante destacar. Muitos alunos manifestam uma consciência da qualidade dos seus próprios desenhos, considerando que o desenho que realizam não está bem e justificam que não conseguem fazer melhor. Quando questionados sobre os desenhos de outros colegas, os alunos são muito mais benevolentes. A (má) qualidade de alguns desenhos não parece influenciar a compreensão, e os alunos parecem ter consciência das propriedades matemáticas dos objectos, independentemente do respeito ou não pelas mesmas nos desenhos. Os resultados obtidos neste pequeno estudo são semelhantes aos obtidos noutros países e a elevada percentagem de representações próximas do objecto parece indicar que com uma breve explicitação de algumas noções básicas de perspectiva e de Geometria Projectiva os alunos podem melhorar as suas destrezas de representação.


Em resumo, e em termos de intervenção curricular o trabalho de Mourão sugere que não é difícil conseguir uma melhoria significativa no desempenho dos alunos. O trabalho de Gordo revela a importância (e a viabilidade) de valorizar desde muito cedo o desenvolvimento de competências do domínio espacial, como modo de melhorar o desempenho matemático. Trata-se, no entanto, de uma área em que, do ponto de vista da investigação, está quase tudo por fazer. A investigação de cariz psicológico tem vindo a propor a existência de múltiplas inteligências, bem como tem mostrado que a capacidade de visualização apresenta variações consideráveis consoante o sexo, a idade, algumas variáveis sócio-demográficas, ou o ano de escolaridade (Almeida, 1988). O lugar de destaque dado pelo nosso ensino aos aspectos numéricos ou algébricos, privilegiando apenas um dos tipos de inteligência, remete alguns alunos, eventualmente possuidores de maiores capacidades no domínio visual-espacial, para situações de insucesso escolar, e impede outros, com menores capacidades nesta área de se desenvolverem harmoniosamente.

Modelação

A aplicação da Matemática ao mundo real constitui uma preocupação pedagógica desde os anos 80, surgindo como uma alternativa ao que era visto como uma Matemática escolar virada para si própria, preocupada essencialmente com o ensino de estruturas e com aspectos de linguagem. O aparecimento das calculadoras e dos computadores vem dar um impulso muito grande a esta vertente didáctica, agora sob a terminologia da modelação matemática e faz surgir algumas investigações essencialmente centradas nos modelos de ensino. Algumas delas produzem também resultados sobre a aprendizagem.


Uma investigação que se debruça sobre as aplicações da Matemática é conduzida por Cristina Zambujo (1989) tendo por objectivo avaliar as potencialidades de um ambiente pluridisciplinar cuja unidade temática é o estuário do Tejo e em que o computador serve de utensílio de trabalho. Envolve uma turma do 7º ano e outra do 9º de uma Escola Secundária nos Olivais constituídas por alunos com um fraco rendimento escolar.


A metodologia utilizada inclui um teste respondido em grupo em duas aulas após a primeira actividade nos computadores usando a folha de cálculo, isto é, sensivelmente a meio da experiência. A compilação dos resultados publicados pela investigadora (p. 412), permite resumir no quadro 5 os resultados para o 7º e para o 9º por grupos de itens.

Quadro 5 - Desempenho dos alunos em diversos tipos de itens

	Grupos de itens

	7º ano
	9º ano



	I) Interpretação de gráficos de barras usando escalas
	54%
	66%

	II) Interpretação de gráficos acumulados
	40%
	41%

	III) Construção gráfica
	27%
	58%

	IV) Resolução de situações problemáticas
	13%
	48%

	V) Cálculos (percentagens, médias)
	54%
	58%

	VI) Marcação e transformação de pontos num sistema cartesiano
	33%
	38%



Segundo a estatística utilizada pela autora, os alunos do 9º ano resolvem significativamente melhor as questões do grupo IV. As diferenças nas respostas às questões dos grupos I e III estão próximas da significância estatística. O teste está muito ligado à problemática em estudo pelos alunos, com uma linguagem bastante específica (“total industrial”, “carga poluidora”, etc.). No seu conjunto, apesar de serem turmas com um desempenho escolar fraco, os alunos revelam um bom domínio da interpretação de gráficos, bem como de cálculos de percentagens e médias, sendo de notar que dois destes temas estavam, na altura, ausentes dos currículos de Matemática deste nível de ensino.


Um segundo trabalho debruça-se sobre aspectos da modelação matemática. A tese de mestrado de Susana Carreira (1992), tem como objectivo investigar as influências exercidas no processo de aprendizagem dos alunos pela introdução de propostas de trabalho que dão ênfase à exploração de situações problemáticas do mundo real e à utilização da folha de cálculo como instrumento de modelação. A autora concebe e implementa um projecto de intervenção pedagógica na unidade didáctica de trigonometria. Participam duas turmas do 10º ano, uma de informática, outra de electrónica, de uma escola secundária dos arredores de Lisboa integrada no Projecto MINERVA. Metade do tempo é dedicado a actividades de modelação em folha de cálculo por grupos de 3 ou 4 alunos. É feita a observação de um grupo de alunos de cada turma e a observação de sessões de trabalho lectivas e extralectivas.


Colocados perante situações da vida real os alunos começam por procurar referentes para clarificar o contexto geral. Os alunos vão criando imagens mentais da situação apresentada. Estas imagens mentais fornecem pistas para o tratamento intuitivo de algumas questões envolvidas e são materializadas em esboços esquemáticos que ilustram aspectos essenciais do modelo real. Estas imagens mentais são desenvolvidas através da utilização de dados do senso comum como forma de compreender um conceito (no caso o conceito de estabilidade), ou entender, por exemplo, o caracter periódico das situações. São também compreendidas simplificando uma situação, desprezando diversos aspectos (por exemplo, a ondulação ou a secção de uma cana de pesca). Uma estratégia que também contribui para a formação daquelas imagens mentais é a utilização de diagramas sugerindo determinadas ferramentas matemáticas (por exemplo, o círculo da roda sugere a utilização de trigonometria). Segundo a autora, mesmo quando as situações são inspiradas em episódios de ficção os alunos assumem as suas regras e condicionantes e quando, por outro lado, eles não estão muito familiarizados com os fenómenos apresentados, os modelos matemáticos apresentados permitem-lhes entender as situações.


Um outro trabalho, realizado por Isabel Amorim (1996) tem por objectivo estudar o modo como os alunos do 11º ano (da área de Economia) usam representações múltiplas no trabalhar com uma folha de cálculo na resolução de problemas da vida real. O estudo usa uma metodologia qualitativa, baseada sobretudo na observação e no registo vídeo, centrando-se a análise no trabalho de duas alunas.


Estas vão utilizando, com o decorrer do estudo, diversos tipos de representações. No início usam quase exclusivamente representações numéricas (dados organizados em tabelas). Quando a tabela se manifesta insuficiente para a continuação do trabalho, as alunas passam a usar a representação gráfica. No entanto, a tabela continuou a ser bastante útil como forma de confirmação das leituras do gráfico. Para uma das alunas a tabela constitui, mesmo nesta segunda fase, um suporte essencial para a análise do gráfico. Mas para a outra o gráfico é o principal suporte de raciocínio, só utilizando de vez em quando a tabela. As representações algébricas (fórmulas) são abandonadas pelas alunas logo no início do trabalho. Para isso, poderá ter contribuído o modo de funcionamento específico da folha de cálculo (que oculta as fórmulas) bem como o facto de as alunas não se sentirem muito à vontade neste tipo de representação


A autora considera que a folha de cálculo pode funcionar como amplificador conceptual, na medida em que possibilita às alunas a exploração da situação em causa e também porque permite que, para uma delas, a representação gráfica adquira um poder próprio, levando-a a ir mais longe no seu estudo do problema. Considera também que a folha de cálculo pode funcionar como reorganizador conceptual na medida em que possibilita a outra aluna, pelo menos em alguns casos, passar a fazer uso do gráfico. Fica assim de pé a possibilidade de ter havido uma certa reorganização do seu modo de pensar neste tipo de questões.


Alguns trabalhos mais recentes têm procurado estudar de um modo detalhado o modo como se processa a aprendizagem em situações de modelação. João Filipe Matos e Susana Carreira (Matos, J. F., 1995; Matos e Carreira. 1995) analisaram o modo como um grupo de alunos do 10º ano, utilizando uma folha de cálculo, resolve o problema do rolo de papel (qual o comprimento de papel contido num rolo). Verificaram que se conseguem identificar diversas fases na execução desta actividade. Numa primeira fase os alunos identificam as variáveis envolvidas e as relações entre elas: o número de voltas, o raio e o perímetro de cada volta. Nesta fase estiveram envolvidos modelos cognitivos baseados em intuições e numa captura de elementos reais e sua integração num contexto matemático. Foram aqui observadas traduções entre a situação real e a matemática e vice-versa. Numa segunda fase os alunos estruturaram as relações matemáticas que tinham encontrado antes. A necessidade de encontrar o comprimento total do papel enrolado levou-os a definir uma nova variável (comprimento do papel), bem como a encontrar um critério para resolver o problema. Nesta fase o modelo que tinham criado na primeira fase tornou-se suficientemente estável para poder ser objecto de investigação sem o recurso à situação real. Numa terceira fase foi proposto aos alunos que validassem uma fórmula que descreve a situação. Surgiram algumas dificuldades relacionadas com a definição das variáveis que os alunos explicaram recorrendo ao modelo empírico( “o papel deve ter acabado”). Numa última fase foi proposta a exploração de questões do tipo “o que acontece se…” utilizando a representação gráfica.


Num outro trabalho, Susana Carreira (1995), com uma forte influência das ideias de Wertsch (1991), explora as diferentes “vozes” dos alunos num contexto de explorações de modelação. São apresentados os casos de três alunos cujas vozes vão variando consoante o decorrem de uma tarefa matemática.


Estes trabalhos apresentam melhorias quantitativas e qualitativas na aprendizagem da Matemática e sugerem ser esta uma área a explorar em futuras investigações, quer com alunos mais novos, quer noutros tópicos. O alargamento do campo conceptual quer no domínio cognitivo quer social ou linguístico sugerido pelo trabalho de João Filipe Matos, Madalena Santos, Susana Carreira e Isabel Amorim (1996) pode permitir a integração das investigações neste tópico num contexto mais amplo. Alguma investigação realizada no âmbito da Psicologia (Almeida, 1988) tem mostrado que existem diferenças acentuadas entre os sexos (favorecendo largamente os rapazes) no raciocínio mecânico que envolve conhecimentos gerais da experiência quotidiana. Os efeitos desta diferença em experiências curriculares envolvendo a modelação estão por determinar.

Resolução de problemas

O estudo dos processos utilizados pelos alunos na resolução de problemas desempenha um papel importante na Educação Matemática em Portugal desde os anos 80 e 90. Diversos trabalhos estudam de um modo mais ou menos intensivo estas aprendizagens nos alunos e em futuros professores, normalmente como parte da avaliação de intervenções pedagógicas que privilegiam este tipo de tarefas.


As investigações de Leonor Moreira (1989) e Joana Porfírio (1993), já referidas, incluem descrições de estratégias utilizadas pelos alunos na resolução de problemas, incluindo algumas indicações de carácter didáctico. A utilização da folha de cálculo e da calculadora permite a valorização, nestes dois trabalhos, da estratégia de tentativa e erro. Segundo relata Porfírio a utilização desta estratégia é fomentada pelas professoras que colaboram no seu estudo, o que causa alguma perplexidade inicial nos alunos do 7º ano. Mas, após esta primeira reacção, ela passa a ser usada pelos alunos, a princípio de forma pouco organizada. Os alunos revelam-se bastante persistentes em testar valores na calculadora, mesmo na ausência de uma estratégia coerente. A pouco e pouco vão melhorando o modo como efectuam as suas tentativas, tendo em conta os resultados de experiências anteriores ou delimitando o âmbito da pesquisa. A utilização desta estratégia permite aos alunos mais fracos algum sucesso na resolução de problemas. Moreira relata igualmente a utilização desta estratégia pelos alunos do 6º ano, indicando que os resultados de cada ensaio são analisados e influenciam os ensaios posteriores.


Uma segunda estratégia referida nestes dois trabalhos é o reconhecimento de regularidades. No trabalho de Moreira os alunos identificam quase todos os padrões de distribuição numérica que lhes são propostos. Não utilizam espontaneamente a expressão do termo geral para obter os termos das diferentes sucessões mas todos os grupos empregam as fórmulas de recorrência. Porfírio relata que os alunos se entusiasmam bastante com situações que envolvem esta estratégia. É visível a facilidade com que eles se apoiam na construção de tabelas ou de desenhos
.


Uma terceira estratégia, mais complexa do que as anteriores, consiste em reconhecer problemas semelhantes, ou seja, problemas com a mesma estrutura matemática que outros resolvidos anteriormente. No trabalho de ambas as autoras alguns alunos reconhecem espontaneamente a mesma estrutura matemática em problemas distintos e utilizam conhecimentos que tinham obtido em certos problemas para a resolução de problemas posteriores.


Duas outras estratégias são também referidas. Uma é caminhar do fim para o princípio a que recorrem espontaneamente alguns alunos do estudo de Porfírio  mas que não é utilizada pelos alunos do 6º ano de Moreira. Uma explicação para esta discrepância reside na própria estrutura da folha de cálculo, que dificulta esta abordagem. Outra estratégia, a decomposição de um problema em subproblemas não é utilizada espontaneamente em nenhum dos dois estudos. Ambas as autoras referem que tanto a folha de cálculo como a calculadora se revelam ferramentas particularmente úteis na descoberta de regularidades e permitem o aperfeiçoamento da estratégia de ensaio e erro sistemático por parte dos alunos.


Isabel do Vale (1994) estuda os padrões de resolução de problemas no trabalho escrito e as dificuldades manifestadas por futuros professores nestas tarefas. Participam 24 alunos de uma turma da variante Matemática/Ciências da Natureza de uma ESE e o estudo é realizado durante as aulas de uma disciplina dedicada à resolução de problemas. Os alunos resolvem quatro problemas individualmente e depois preenchem um inventário directamente relacionado com a tarefa que acabam de realizar. No fim dos quatro problemas elaboram um relatório.


A autora identifica diversos padrões de resolução dos problemas. Consoante os problemas, os alunos recorrem a listas organizadas, reduzem o problema a outro mais simples, procuram padrões, fazem desenhos e utilizam tabelas. Mostram dificuldades na compreensão e na execução. A primeira detecta-se quando alguns alunos apenas lêem o problema uma vez. A segunda detecta-se nas situações que requerem uma generalização. Nos dois problemas de aplicação os alunos limitam-se a dar uma resposta bastante linear e baseada apenas nos resultados obtidos, manifestando pouco espírito crítico e grande dificuldade em argumentar as posições tomadas. De um modo geral, os alunos mostram-se pouco reflexivos sobre o trabalho realizado. No entanto, mostram-se bastante confiantes no que fazem e todos dizem gostar dos problemas não sentindo dificuldade em trabalhar sozinhos. O nível de desempenho é razoável. Dois problemas são resolvidos completamente por cerca de 60% dos alunos. Outro problema, que envolve encontrar a fórmula para o número de diagonais de um polígono de n lados, é resolvido parcialmente por cerca de 60% e completamente por 20% dos participantes.


Um outro trabalho, realizado por Lina Fonseca (1995), debruça-se sobre os processos utilizados por futuros professores do 2º ciclo do ensino básico na resolução de problemas, relacionando-os com as concepções por eles explicitadas
. São realizados três estudos de caso, recorrendo a entrevistas, observação de aulas e recolhendo documentos escritos.


Dois dos participantes encontram-se em campos diametralmente opostos em relação aos processos que utilizam para resolver os problemas e o terceiro situa-se numa posição intermédia. O primeiro, Carlos, revela bastante facilidade em compreender as questões e as condições colocadas, seleccionar os dados necessários e implementar estratégias. Utiliza, por exemplo, listas organizadas, tabelas de dupla entrada, raciocínio lógico e selecciona hipóteses. Embora manifeste alguma dificuldade pontual em seleccionar um ponto de partida num dos problemas que exige lidar com várias condições em simultâneo, mantém-se atento ao desenrolar dos trabalhos, controlando-se, autoavaliando-se e discutindo a razoabilidade da resposta. Revela ainda preocupação em encontrar todas as respostas possíveis a um problema de resposta aberta ou em generalizar algumas situações.


O segundo, Bruno, revela muitas dificuldades. Embora compreenda as questões, mostra dificuldades em compreender as condições, seleccionar os dados necessários e em escolher e implementar uma estratégia. Sempre que não sabe como resolver utiliza desorganizadamente a tentativa e erro. Normalmente não avalia a razoabilidade da resposta e revela dificuldade em utilizar processos metacognitivos, como o controlo e a autoavaliação. Manifesta ainda dificuldade em lidar com alguns conceitos matemáticos, tais como números primos, critérios de divisibilidade, gráficos e outros. Considera que os problemas têm sempre algum truque. Segundo a autora, este aluno parece ter sobrevivido à escolaridade, e até com bons resultados, utilizando procedimentos mecânicos bem aprendidos em domínios acerca dos quais compreende muito pouco.


É interessante observar que Bruno, perante um problema que envolve um aparato experimental, parece, segundo a autora, outra pessoa: “um aluno médio-fraco que se mostrou, quase sempre, um pouco constrangido durante a resolução dos problemas, sentiu-se atraído e motivado (…) Esteve sempre completamente à vontade e parecia seguro das suas decisões” (p. 226). O aluno afirma que neste problema pode testar o seu pensamento pela experimentação e isso dá-lhe a garantia de estar correcto ou não.


Existe uma diferença substancial entre estes dois alunos ao nível da abordagem das situações. Carlos inicia a resolução dos problemas por uma fase de compreensão da tarefa, das condições e das variáveis envolvidas, enquanto que Bruno, embora, por vezes, leia atentamente os enunciados, não toma notas, não faz qualquer representação, nem, aparentemente, elabora um plano. Muitas vezes procede por tentativa e erro. Carlos, sempre que o desenvolvimento do trabalho não lhe parece correcto, em vez de continuar numa busca desorientada, como acontece com Bruno, pára, volta ao enunciado, avalia o trabalho já desenvolvido, e continua com o plano estabelecido, ou planeia de novo, reflectindo sobre o seu trabalho.


Os processos mais complexos envolvidos na resolução de problemas têm sido muito pouco estudados. Um estudo exploratório é desenvolvido por Maria Augusta Manso (1994) com o objectivo de verificar se crianças de diferentes níveis etários (8, 10 e 12 anos) evidenciam algum tipo de comportamento metacognitivo de autoregulação e de controlo dos seus procedimentos utilizados durante a resolução de problemas e de saber se as crianças manifestam alguma consciência das suas dificuldades durante essa resolução. A autora verifica a ausência de consciência das dificuldades, em especial nas crianças mais novas, bem como a inexistência de comportamentos metacognitivos sistemáticos de controlo dos respectivos processos.


Um outro trabalho é realizado por Maria da Conceição Gonçalves (1996) com o objectivo de estudar a influência do desenvolvimento da metacognição na aprendizagem da Matemática por alunos do 7º ano de escolaridade, especialmente na resolução de problemas. Segundo a autora, os alunos da turma onde decorreu a experiência desenvolverem a consciência do interesse e do valor do uso de estratégias metacognitivas para obter produtos de melhor qualidade, muito embora nem todos eles tenham adquirido uma capacidade de uso autónomo e independente destas estratégias. No entanto, a aprendizagem das estratégias metacognitivas não conduziu a um aumento do nível de desempenho dos alunos na resolução de problemas.


Paulo Afonso  (1995) investiga igualmente a metacognição mas em futuros professores de Matemática do 2º ciclo do ensino básico. O estudo procura determinar se o registo vídeo facilita o desenvolvimento de processos metacognitivos durante a resolução de problemas. Participam 18 alunos de uma turma do Curso de Professores de Matemática e Ciências da Natureza da ESE de Castelo Branco. A turma é dividida num grupo experimental constituído por três grupos de alunos, cujas acções são filmadas e num grupo de controlo igualmente constituído por três grupos de alunos. Numa primeira fase, idêntica para ambos os grupos, são efectuadas 3 sessões de hora e meia de resolução livre de 12 problemas. É proposto a todos um questionário individual com 23 questões sobre processos metacognitivos. Numa segunda fase, decorrem 4 sessões teóricas sobre resolução de problemas para todos os participantes. Numa terceira fase, o grupo experimental efectua uma análise dos registos vídeo e escritos realizados durante a primeira fase. O grupo de controlo trabalha apenas os registos escritos. Nesta fase é dada a possibilidade a todos os grupos de resolverem de novo os problemas. Numa quarta, e última fase, é proposta uma resolução livre de seis problemas, bem como um questionário individual com 23 questões sobre processos metacognitivos. Na análise dos registos é utilizado o modelo cognitivo-metacognitivo de Lester (1985) que distingue entre quatro categorias: a orientação, a organização, a execução e a verificação.


Na primeira fase, o grupo experimental, não só tem mais respostas correctas, como apresenta mais detalhadamente o processo de resolução. Em geral, os grupos mostram relutância em escrever sobre a resolução dos problemas. Uma análise utilizando o modelo de Lester não evidencia diferenças entre os dois tipos de grupos. A classificação obtida do questionário metacognitivo nesta fase revela que a média do grupo de controlo é superior ao experimental em todas as categorias, resolvendo correctamente, em média, mais problemas (53% e 44% respectivamente).


Após ter sido leccionada a resolução de problemas, quer o grupo experimental, quer o de controlo melhoram a organização da forma escrita como resolvem problemas. De uma maneira geral, o desempenho na resolução de problemas também melhora. Todos os alunos do grupo experimental que observam nos vídeos a sua resolução incorrecta dos problemas, passam-nos a resolver de modo correcto. Nesta terceira fase, aumenta a frequência da utilização de processos metacognitivos.


Na quarta fase, os registos escritos dos dois tipos de grupos passam a ser mais longos e mais organizados do que no início do estudo, tal como, de resto, na fase anterior. Por outro lado, o desempenho na resolução dos problemas melhora consideravelmente (94% em ambos os grupos) deixando de existir diferenças entre eles. Em geral os alunos tendem a utilizar mais processos metacognitivos nesta fase do que no início do estudo, bem como a dispender mais tempo na resolução dos problemas. Constata-se ainda que a categoria de verificação é aquela na qual os participantes indicam ter utilizado menos processos metacognitivos. Nesta fase, o grupo experimental recorre a mais processos metacognitivos em todas as categorias excepto na de orientação
.


Em resumo, a intervenção leva a que os participantes aumentem a capacidade de reflectir sobre o seu próprio pensamento. O ensino explícito sobre estratégias de resolução de problemas contribui para esta mudança. Os participantes no grupo experimental melhoram o seu desempenho e estão mais vezes envolvidos em processos metacognitivos em quase todas as categorias do que o grupo de controlo.


Alguns dados sobre a persistência na resolução de problemas estão também incluídos num inquérito realizado por Ana Lúcia Santos, António Carapeto, Dora Almeida e Teresa Vermelho (1988) e que abordamos em pormenor mais à frente. Respondem a este questionário de escolha múltipla 278 alunos do 7º ao 12º da ES Josefa de Óbidos. A maior parte dos rapazes afirma que é capaz de estar mais de 10 minutos a tentar resolver o mesmo problema, enquanto que as raparigas afirmam maioritariamente que depende do problema Há também diferenças a registar entre os cursos. Este trabalho revela a existência de diferenças mais acentuadas entre os níveis etários do que entre os sexos, mostrando-se os alunos mais velhos mais sensíveis aos desafios e os mais novos mais atentos ao sentido de responsabilidade.


Estes trabalhos mostram que, apesar de algumas dificuldades iniciais, os alunos tendem a utilizar a pouco e pouco múltiplas estratégias na resolução de problemas, desde que apoiados por um processo de ensino adequado. A metacognição, ou seja, a capacidade de regular o processo da sua própria criação matemática, tem sido uma das competências mais difíceis de aprender, mesmo para futuros professores de Matemática. Os trabalhos também revelam que o modo como os alunos se relacionam com a resolução de problemas é muito diverso e que tem muitas relações com as suas concepções de Matemática. Este último aspecto é, aliás um dos que deverá ser bastante mais aprofundado. Assistimos no nosso país a uma mudança curricular que procurou deslocar uma ênfase dos aspectos sintácticos e lógicos da Matemática para a resolução de problemas. Trata-se, em primeiro lugar, de uma alteração fundamental sobre a visão do que constitui Matemática válida. Os efeitos reais desta alteração precisamente no tópico resolução de problemas estão, naturalmente, por estudar.

Formulação de problemas

Três trabalhos, que se debruçam, embora de forma secundária, sobre a formulação de problemas pelos alunos, são realizados por Célia Alverca (1990), Pedro Palhares (1992) e Joana Porfírio (1993).


Analisámos anteriormente a primeira parte do trabalho de Alverca (1990) que estuda os erros na resolução dos algoritmos das quatro operações aritméticas elementares em alunos dos três primeiros anos do 1º ciclo. O seu trabalho comporta ainda uma segunda parte relacionada com a formulação e resolução de problemas, na qual pede às crianças que inventem um problema à sua escolha destinado a ser resolvido pelos colegas. Pede depois a formulação e resolução de um segundo problema mais difícil do que o primeiro. Das 98 situações apresentadas pelos alunos apenas uma (de um aluno do 1º ano) não apresenta um enunciado perceptível. De um modo geral as crianças de todas as classes conseguem aplicar os seus conhecimentos relativos à resolução de algoritmos na construção de situações problemáticas. Comparando os algoritmos requeridos pelos seus problemas e os algoritmos que são capazes de resolver (numa prova anterior) observa-se que, de um modo geral, formulam problemas que podem ser resolvidos através de algoritmos mais simples do que os que são capazes de realizar. Para os alunos a expressão “problema mais difícil” conduz à elaboração de expressões mais difíceis, aumentando os passos a realizar ou aumentando a grandeza dos números, mas não aumentando a complexidade estrutural do problema. A autora realça a riqueza de conhecimentos utilizados na construção de enunciados assim como as estratégias de resolução de problemas. Segundo ela, isto deve-se ao método de ensino com forte influência das ideias de Freinet utilizado na escola em causa. Este método explica, pois, que não se observem nesta investigação tantas dificuldades na resolução de problemas como noutros estudos.


O trabalho de Palhares (1992), que também referimos atrás, é efectuado numa turma do 3º ano de uma pequena escola do norte do país, inclui uma análise do modo como os alunos reformulam problemas que lhes são propostos na aula. Os resultados sugerem que os alunos procuram manter um contexto credível e propõem valores numéricos que tornam a resolução do problema suficientemente difícil.


A investigação de Porfírio (1993) descreve, de forma detalhada, a evolução de uma turma de alunos do 7º ano na realização de actividades de formulação de problemas. Com o decorrer do trabalho, os alunos vão manifestando especial cuidado na organização e clareza do enunciado, na elaboração de uma pergunta que seja de facto um problema (e não um exercício), e na procura de aspectos que possam tornar a questão mais criativa. Quando trabalham em grupo, os alunos apresentam quase sempre formulações de problemas, enquanto que individualmente tendem a formular exercícios. Muitos dos problemas formulados são semelhantes a outros já por eles resolvidos, embora se verifique por vezes a introdução de aspectos que tornem a análise do problema mais intrigante e a sua resolução mais complicada. Mesmo no caso em que são formulados problemas semelhantes a outros anteriormente resolvidos, isso envolve sempre a explicitação de relações que aprofundam a compreensão da situação problemática original. Verifica-se ainda uma crescente tendência para, ao trabalharem em grupo, os alunos serem mais criativos, inventando problemas que levantem questões ainda não analisadas ou mais complicadas de resolver. A formulação de problemas é uma actividade que proporciona um grande envolvimento dos alunos em termos de trabalho de grupo, muito embora este ambiente não ocorra espontaneamente. As professoras procuram encorajar o trabalho dos alunos reflectindo sobre problemas diferentes que poderiam ser colocados a propósito de uma mesma situação, encorajando os alunos a explorar as suas ideias, criticando o trabalho que apresentavam e avançando sugestões para que o pudessem melhorar.


A capacidade de formulação de problemas de Matemática é bastante importante. Permite que, por um lado, os alunos “façam as perguntas”, como diz um dos próprios participantes do estudo de Porfírio, e, por outro, melhora de forma significativa a compreensão das relações matemáticas envolvidas nas diversas situações. Os estudos realizados concluem que os alunos são capazes de formular problemas dado um contexto educativo suficientemente estimulante. O facto, apontado por todos os estudos, que, inicialmente, as formulações tendem a ser, quer meros exercícios, quer muito semelhantes a problemas anteriormente resolvidos, pode ser alterado através de uma intervenção educativa adequada. Outros trabalhos (por exemplo, Moreira, 1989; Saraiva, 1992) dão também indicações que o mesmo se poderá verificar noutros anos de escolaridade. As diferenças individuais sugeridas nos estudos de Palhares e Porfírio merecem um aprofundamento em investigações posteriores.

Generalização e demonstração

Uma outra faceta do raciocínio matemático avançado é a generalização e demonstração. Dois estudos realizados em Portugal dão alguns contributos relativamente e este domínio, o de Manuel Saraiva (1992) e o de Margarida Junqueira (1995). Outros trabalhos, dado o seu tipo de intervenção na sala de aula, produzem alguns dados sobre o modo como os alunos argumentam matematicamente.


Um dos objectivos de Saraiva (1992) no seu trabalho com o Logo.Geometria, e que referimos anteriormente, é levar os alunos a sentir a utilidade e necessidade de uma demonstração. Procura-se partir de uma conjectura baseada num número limitado de casos para uma generalização. Para isso o autor pede aos alunos que façam por escrito a verificação de situações que parecem evidentes, desafia-os a descobrir leis e relações matemáticas, e pede a explicação e justificação dos factos e fenómenos matemáticos em jogo. Além disso, nas próprias aulas o professor intervém oralmente com frequência perguntando isso é válido para todos os casos? ou parecer, parece, mas será mesmo?

O autor constata que os alunos se parecem satisfazer com a verificação de uma propriedade para um pequeno número de casos, ou para um caso encontrado aleatoriamente, e, a partir daí, generalizam para todos os casos possíveis. Saraiva constata ainda que inicialmente os alunos argumentam recorrendo a demonstrações incompletas (provas visuais, na sua terminologia), deixando-se influenciar por uma figura ou por intuições físicas. Por exemplo, para justificar a unicidade da decomposição de um vector numa dada base, os alunos argumentam com a regra do paralelogramo já anteriormente demonstrada, com um argumento físico de que a aplicação da regra do paralelogramo é única, ou ainda com o argumento de que as mesmas coordenadas apenas se poderão encontrar no mesmo vector. No entanto, a pouco e pouco alguns deles vão tomando a iniciativa de fazer demonstrações.


Muito semelhantes são as intenções do trabalho levado a cabo por Junqueira (1995) com alunos do 9º ano. Também ela procura, de um modo gradual, ensinar os alunos a compreender o sentido e a utilizar a demonstração matemática, desenvolvendo uma intervenção didáctica com base no programa Cabri-Geomètre. Enquanto Saraiva valoriza uma intervenção do professor questionando os alunos sobre a generalidade dos seus resultados empíricos, Junqueira estabelece como ideia-chave a exploração de figuras geométricas pelos próprios alunos através da realização, justificação e investigação de construções resistentes. Através de um processo heurístico, gerado pelo feedback proporcionado pelo arrastamento do rato, os alunos vão corrigindo a sua construção até obterem as características pretendidas. A regra da resistência ao arrastamento obriga-os a imaginar um processo de construção tendo subjacente uma descrição da figura em termos das suas propriedades em vez de baseado apenas na aparência. Para garantir que estas construções não reduzem a actividade geométrica ao desenvolvimento de algoritmos mecanizados, e conseguir que os alunos reconheçam explicitamente propriedades das figuras e estabeleçam o seu relacionamento e ordenamento lógico, solicita-lhes que justifiquem as construções, isto é, que expliquem as razões porque a construção funciona. A justificação é assim uma actividade matemática não só no sentido de convencer da validade da construção, mas sobretudo de esclarecer como é feita. A investigação da construção surge como um processo de indução de novas propriedades (generalização) e a justificação como uma demonstração que explica.


A maioria dos alunos participantes na investigação de Junqueira demora bastante tempo a perceber o sentido da justificação formal de uma construção. As descrições dos processos de construção apresentadas pelos alunos são pouco claras. Referem sobretudo as acções executadas sem parecerem distinguir os objectos geométricos e as suas relações das primitivas do Cabri-Géomètre que permitem obtê-los. Para justificar as suas construções os alunos utilizam processos variados. A autora detecta cinco tipos de justificação que associa à teoria de van Hiele, nomeadamente (a) a justificação através da aparência visual (com base na observação da aparência da construção, sem explicitar propriedades da figura), associada ao nível 1 (visual); (b) a justificação através da descrição do processo de construção (repetição do processo utilizado para fazer a construção) e a observação de relações invariantes (referindo relações que permanecem invariantes após a manipulação) que são associadas ao nível 2 (descritivo); (c) as justificações deduzidas em um ou dois passos (em que aparecem ordenações lógicas de propriedades das figuras) que indiciam o nível 3 (abstracto). Por vezes os alunos apresentam ainda justificações mistas que incluem elementos de mais de um dos tipos anteriores e que podem ser interpretadas como transições entre os níveis. Aparecem três tipos de justificações que não se conseguem relacionar com a teoria de van Hiele: (d) a justificação ad hoc (respostas sem sentido ou repetindo propriedades semidecoradas, nem sempre adequadas à situação em análise), (e) a justificação circular (utilizando na justificação o que é necessário justificar) e (f) a justificação baseada em operações aritméticas ou algébricas.


Outras investigações (como Porfírio,  1993 e Carreira, 1992) incorporam a argumentação matemática na sua intervenção didáctica solicitando a participação dos alunos no quadro da resolução de situações problemáticas. A ocorrência da argumentação é planeada, isto é, é expressamente solicitado aos alunos que explicitem as razões para a adopção de um determinado modelo ou de uma resolução específica de um problema e em ambos os casos se verificam progressos significativos com o decurso da experiência.


Em todas estas investigações se evidencia uma evolução das capacidades de argumentação matemática dos alunos. Para isso é decisiva a intervenção do professor, promovendo a necessidade de justificação e um ambiente de interacção e de inovação pedagógica na sala de aula valorizador dos saberes e das produções dos alunos.

3.5  Dimensões individuais e sociais da aprendizagem

A cultura da aula de Matemática

O estudo das aulas de Matemática como microculturas inseridas numa cultura escolar mais geral está apenas a dar os primeiros passos na investigação portuguesa. Apenas um trabalho muito recente, desenvolvido por Madalena Santos (1996), se debruça especialmente sobre o tema.


Este estudo tem como objectivo compreender como o saber matemático dos alunos é estruturado e desenvolvido na relação com as actividades vividas em contexto de uma sala de aula do 8º ano de uma escola secundária de Lisboa. Mais especificamente, procura identificar o saber matemático que os alunos apresentam e desenvolvem nas actividades que são vividas na aula, descrever e analisar o contexto das actividades matemáticas escolares, e tenta identificar o papel do contexto da prática matemática escolar no desenvolvimento do conhecimento matemático dos alunos.


A autora identifica algumas características da actividade matemática dos alunos da turma. Uma primeira é compreender fazendo e fazer compreendendo, dialogando e colaborando com os outros. Para estes alunos, na Matemática, a compreensão decorre num processo conjunto com a execução, sendo esta necessária para a compreensão. Para levar a cabo a execução e a compreensão é fundamental e útil que se partilhem informações, materiais, saberes e se discuta com os outros o problema, a sua resolução e as decisões que conduzem a essas abordagens. Uma segunda característica é a utilização dos artefactos próprios da Matemática. Nesta disciplina utilizam-se determinados métodos (tentativa e erro, resolução ou modelação geométrica, medição), esquemas (desenhos à escala, ampliações), conceitos (lugares geométricos), regras (teorema de Pitágoras), materiais (calculadora, compasso, régua, textos). Além disso, existem convenções próprias (ordem da escrita dos monómios e dos polinómios). Aprende-se Matemática não só aprendendo a usar (e usando) estes artefactos e ferramentas, mas também sabendo justificar porque é que em determinadas situações se opta por uns ou por outros. Uma última característica é a legitimação dos resultados e dos processos. Recorre-se a diversas formas de legitimação dos processos de resolução de problemas assim como dos seus resultados incluindo a autoridade (do professor ou do livro), o consenso com os outros (no grupo) ou com os melhores alunos (na turma), e os próprios processos (por exemplo, os geométricos) e artefactos (por exemplo, o desenho à escola, os teoremas, o rigor) utilizados.


O saber matemático manifestado por estes alunos caracteriza-se por ter essencialmente um carácter prático e escolar. A sua natureza prática está intimamente relacionada com a ideia de que na aula de Matemática se resolvem problemas e se utilizam artefactos matemáticos (artefactos físicos como a calculadora, régua, etc. e artefactos conceptuais como o Teorema de Pitágoras, a noção de incógnita, etc.) para possibilitar essa resolução. A sua natureza escolar é marcada pelo facto de os problemas serem sobretudo colocados pelo professor e encarados prioritariamente pelos alunos como tarefas escolares. Para além destes aspectos práticos e escolares, os alunos reconhecem estar associada uma retórica e uma forma de actuar própria da Matemática. Na realidade, é exigida por eles próprios (uns aos outros) uma determinada forma de argumentação durante a interpretação dos problemas ou de sugestão e defesa de processos ou resultados, o que revela o reconhecimento de uma natureza específica da discussão em Matemática, ou seja, mostra-se que se possui conhecimento pela capacidade de justificação dos resultados com base em certos raciocínios. A caracterização da forma de actuar própria da Matemática parece poder resumir-se como uma sequência de passos, sem, no entanto, ser exigida uma ordem rígida.


Este estudo também caracteriza a forma como os alunos justificam a confiança no saber matemático. Na turma que serve de base a este estudo são identificados três tipos de justificação: o domínio dos artefactos, processos e raciocínios, a obtenção de uma resposta credível e o estatuto ou posicionamento relativo no grupo. Existe relação entre o contexto da prática de sala de aula e o saber matemático dos alunos. Os períodos iniciais das aulas jogam aparentemente um papel importante no reforço das características escolares do saber matemático dos alunos. Nas aulas expositivas parecem ter mais impacto as chamadas de atenção para aspectos relativos às características linguísticas da Matemática e à formalização própria do conhecimento matemático. Durante as aulas em pequenos grupos ou de trabalho individual tornam-se mais salientes outros aspectos como a Matemática enquanto actividade social, a necessidade e utilidade de uma argumentação baseada em raciocínios lógicos e demonstráveis.


Num trabalho anterior, João Filipe Matos (1987) dá também algumas achegas interessantes quanto à cultura da sala de aula. O autor relata que, após um período de trabalho no computador numa turma do 1º ciclo surgem alunos “especialistas” na utilização do Logo. Estes alunos caracterizam-se por vários aspectos. No que respeita à relação com o computador, adquirem muito rapidamente o domínio do teclado, apresentando uma rapidez de execução manifestamente superior à média dos alunos. Quanto à qualidade do trabalho, desenvolvem projectos autónomos de grande complexidade, manifestando persistência na sua concretização no computador. No que se refere à relação com o Logo, estabelecem relações entre os diversos comandos desta linguagem, incorporando e reutilizando esses comandos quando é introduzido um novo comando. E, quanto à relação com as outras actividades, na opinião da professora, eles revelam-se acima da média em termos de iniciativa e aprendizagem (com algumas excepções).


Estes alunos relacionam-se de um modo particular com os outros alunos. Quando estão a trabalhar em outra actividade na aula, tendem a manter uma atitude de atenção permanente em relação ao que se passa no computador, surgindo com frequência junto dos colegas que estão a trabalhar para dar sugestões ou fazer correcções. Na actividade de grupo são os que mais tempo utilizam o computador e que maior dinamismo imprimem à actividade do grupo. Nas actividades de programação complexas tendem a ignorar a presença dos restantes elementos do grupo, transferindo para o computador o papel de interlocutor privilegiado. Tendem a preferir trabalhar sós no computador ou eventualmente com outro aluno especialista. Assumem ainda um papel de “monitores” na planificação dos projectos dos outros alunos. A aceitação pelos outros alunos das acções sugeridas pelos alunos especialistas tem lugar sem necessidade de justificação ou, eventualmente, com uma justificação que não é por eles entendida. Esta relação não é simétrica, como se evidencia pela exigência notória por parte dos alunos especialistas de uma justificação para uma aceitação explícita das sugestões dos seus colegas, bem como das intervenções da professora.

Interacções na aula de Matemática

Diversas investigações têm abordado o papel das interacções nas aprendizagens matemáticas. Um trabalho, da autoria de Margarida César (1994), analisa interacções em pequenos grupos de alunos e um segundo, realizado por Madalena Santos (1996), estuda as interacções no contexto de sala de aula.


O trabalho de César, já referido a propósito da aprendizagem da Álgebra, estuda as interacções entre pares (díades) em comparação com o trabalho individual no desempenho matemático de alunos do 7º ano, em relação a exercícios não-habituais, referentes às unidades curriculares Equações e Números Relativos. A autora identifica quatro tipos de interacção: com uma liderança nítida, com uma liderança moderada, participando ambos, mas existindo uma liderança fraca de um deles, e participando ambos equitativamente na co-construção das soluções.


O tipo de interacção é influenciado pelo nível inicial das díades e pelo facto de estar em causa a resolução de tarefas de tipo habitual ou não-habitual. As díades nas quais existe algum tipo de interacção e com o mesmo nível inicial são as que mais favorecem a co-construção das soluções. As díades com níveis diferentes e com interacção e as díades que fazem duas folhas de resposta separadas e, depois, respondem numa terceira folha em conjunto, tendem a ter um dos elementos nitidamente a liderar. Nas díades que resolvem exercícios habituais também existem mais casos de liderança do que nas que resolvem tarefas não-habituais.


O factor sexo é também estudado. Verifica-se que as tarefas “domésticas” (escrever, arrumar as folhas, etc.) são mais frequentemente desempenhadas por elementos do sexo feminino. Isto só não acontece quando há uma liderança nítida por parte do elemento do sexo masculino. Por outro lado, a liderança é mais frequente em elementos do sexo masculino. Quando é o elemento feminino que tem melhores desempenhos anteriores, mais facilidade na resolução dos problemas ou melhores notas a Matemática, a participação dos dois elementos na díade é mais equilibrada do que no caso contrário. No entanto, não há uma relação entre o tipo de estratégia utilizada e o sexo, nem entre os níveis de desempenho e o sexo.


Geralmente são as díades que têm uma participação equitativa na co-construção das soluções encontradas que têm um melhor desempenho. No entanto, se o elemento que lidera a díade é francamente muito bom, o nível atingido por essa díade também é muito elevado. O trabalho sugere fortemente, embora sem significância estatística, que a interacção em que ambos os elementos da díade participam de um modo equitativo é estabelecida quando os níveis de desempenho inicial são semelhantes.


De todos os tipos de díades estudadas as que têm interacção são as que apresentam melhor desempenho. As díades que respondem em duas folhas, separadamente, e escolhem depois a melhor, quase não estabelecem interacção e os alunos não mantêm os progressos entretanto realizados. As que fazem uma terceira folha em conjunto têm interacções um pouco mais ricas, mas demasiado lideradas por um dos elementos. O seu desempenho, embora seja melhor que os das díades que escolhem a melhor das duas folhas é pior do que o das díades com interacção. As díades que funcionam lado-a-lado são as que apresentam mais problemas: os alunos aproveitam pouco aquela situação, têm desempenhos fracos e não progridem. O simples facto de poder copiar uma resolução, sem a poder discutir e co-construir com o parceiro, não é um elemento que pareça favorecer a aquisição de saberes e competências matemáticos. As díades que têm um par descodificador, ao qual têm de comunicar tudo o que fazem não progridem significativamente. As díades que competem entre si são as que apresentam melhores desempenhos. Simultaneamente são as únicas que mantêm nos exercícios não-habituais que voltam a resolver individualmente os progressos que conseguem quando estabelecem a interacção. O trabalho em díade é nitidamente melhor do que o trabalho individual, quer para proporcionar desempenhos mais elevados, quer para facilitar progressos nos desempenhos dos alunos. Estes progressos são mais acentuados quando se comparam os exercícios habituais, mas também se verificam nas tarefas não-habituais.


A interacção na aula de Matemática é também considerada por Santos (1996). A interacção entre os alunos tanto pode assumir a forma de colaboração como de competição, conforme o tipo de aula e o momento das aulas. Os objectivos das interacções consistem normalmente em pedir, ou oferecer, ajuda, aferir o que estão a fazer ou a pensar, ou para legitimar resultados. A colaboração entre o alunos existe com maior frequência quando trabalham individualmente do que em grupo. Nas situações de trabalho de grupo revelam-se simultaneamente um grande espírito de competição entre os grupos e uma grande colaboração no interior do grupo. A interacção que tem lugar entre professor e alunos tem características diferentes conforme decorre da iniciativa dos alunos ou do professor. Os alunos ao recorrerem ao professor manifestam maior ou menor autonomia conforme o momento da aula ou os seus objectivos (a procura do saber, questões institucionais ou afectivas, ou uma interacção normal com um adulto de quem se gosta). O professor, por seu lado, inicia interacções diferentes conforme os seus objectivos (explicação, sugestão, controlo ou avaliação).


Os trabalhos de César e de Santos abordam perspectivas complementares da problemática do papel da interacções na aula de Matemática. Enquanto que César procura caracterizar, de um ponto de vista da Psicologia Social, a forma assumida pelas interacções consoante as características do grupo, Santos descreve, de um modo naturalista a ocorrência de interacções na aula. Do primeiro trabalho retiramos recomendações sobre o modo de constituir pequenos grupos de alunos de modo a melhorar a qualidade das aprendizagens de cada membro, enquanto que no segundo encontramos a descrição desses grupos em contexto de aula, segundo um paradigma de tipo sociológico (ou antropológico). Qualquer destas duas vias deverá ser aprofundada por trabalhos de investigação posterior.

Insucesso escolar e alunos com dificuldades de aprendizagem

O insucesso escolar constitui um problema fundamental da disciplina de Matemática. Os investigadores têm procurado abordá-lo de três perspectivas diferenciadas. Uma primeira prende-se com a quantificação deste fenómeno. Nesta área apenas foi realizado um trabalho de investigação por Emília Pedro (1980), procurando diagnosticar a verdadeira dimensão desta situação. Uma segunda, também com origem em estudos de grande dimensão, tem procurado caracterizar diversos aspectos envolvendo o insucesso escolar. Os projectos SIAEP e TIMSS apresentam alguns dados nesta área e duas investigações relacionadas com um projecto de remediação procuram caracterizar as razões pelas quais os alunos se atribuem insucesso em Matemática (Almeida, Barros e Mourão, 1992; Oliveira, 1996). Uma última perspectiva, de carácter mais didáctico, parte de uma intervenção directa na sala de aula e procura desenvolver currículos apropriados à recuperação de alunos com insucesso em Matemática.


A quantificação do insucesso escolar constitui uma das lacunas mais visíveis na investigação em Educação Matemática em Portugal. Apenas um dos estudos do GEP destinado a avaliar a implementação dos novos programas do 8º ano do ensino secundário unificado realizado nos finais dos anos 70 investiga, entre outras questões, a relação entre o insucesso escolar em Matemática e o escalão socioeconómico (Pedro, 1980). Segundo este estudo, a Matemática é a disciplina que apresenta médias mais baixas nos 3 escalões socioeconómicos considerados. Quanto mais elevado é o escalão socioeconómico mais elevado é o valor médio do rendimento escolar em Matemática. Mas, além disso, as disciplinas de Educação Física, Trabalhos Oficinais e Educação Visual obtêm níveis mais elevados em todos os escalões e o escalão socioeconómico mais elevado é o que obtém níveis mais altos a todas elas. Este resultado contraria a noção de que os alunos das camadas mais desfavorecidas estariam melhor adaptados a actividades de tipo manual enquanto que os dos estratos mais favorecidos estariam mais preparados para actividades de tipo intelectual. Não existem mais estudos realizados nesta área. Apenas podemos encontrar nos resultados do TIMSS (Amaro, Cardoso e Reis, 1996) que cerca de um quarto dos alunos da amostra recorriam a lições extra ou a explicações.


Os estudos do SIAEP e do TIMSS estudaram, de um modo indirecto esta problemática. Ambos os trabalhos estudaram a percepção que os alunos têm sobre o seu sucesso em Matemática, recorrendo a respostas tipo escala de Lickert a itens do tipo “Sou habitualmente bom a Matemática”. Quanto aos alunos de 9 anos, o estudo do SIAEP (Ramalho, 1994) revela que, quer os do 3º, quer os do 4º ano concordam maioritariamente (cerca de 50%) com esta afirmação, sendo, no entanto, significativas (cerca de 40%) as percentagens de alunos que respondem “Não sei”. Esta percepção sobre o sucesso em Matemática é, no entanto, muito diversificada entre as diversas regiões administrativas, consoante o grau de urbanismo, e entre as escolas públicas e privadas. As respostas variam também consoante o sexo. Enquanto que os rapazes tendem a concordar maioritariamente com aquela afirmação (55%), as raparigas maioritariamente afirmam não saber (53%). A amostra dos alunos de 13 anos deste estudo revela que os alunos optaram maioritariamente por respostas intermédias, tendo um terço dos alunos respondido que não sabiam. A diversidade encontrada anteriormente entre regiões administrativas, grau de urbanismo e tipo de escola volta a verificar-se nesta amostra, quase desaparecendo, no entanto, a diferença entre os sexos. Os resultados já conhecidos do TIMSS (Amaro, Cardoso e Reis, 1996) revelam igualmente que os alunos optaram preferencialmente pelas respostas intermédias.


O TIMSS também estudou a percepção do sucesso em Matemática como dependendo de características internas ou externas ao aluno. Quase três quartos dos alunos concordaram que para ser bom aluno em Matemática é necessário talento ou habilidade, bem como estudar em casa, mas a maioria discordou que fosse necessária sorte. Cerca de 60% achou que era necessário decorar o manual ou apontamentos.


A percepção dos alunos sobre o seu sucesso em Matemática foi estudada mais detalhadamente em dois trabalhos integrados no projecto de desenvolvimento curricular para a remediação desenvolvido na Universidade do Minho que referimos noutro capítulo. O primeiro trabalho foi desenvolvido por Leandro de Almeida, António Barros e Paula Mourão (1992) com o objectivo de analisar o impacto de variáveis intelectuais e sócio-cognitivas no desempenho na disciplina de Matemática, apreciar o impacto diferencial de tais variáveis segundo o ano escolar e identificar as estratégias, processos e métodos usados por alunos bons e maus realizadores na Matemática face a tarefas do programa desta disciplina. A amostra foi constituída por 98 bons realizadores do 7º ano e 95 do 9º e 94 maus realizadores do 7º e 98 do 9º de escolas do distrito de Braga, seleccionados a partir dos resultados obtidos numa prova de desempenho e de classificações escolares. Foram utilizadas diversos testes de desempenho em Matemática, bem como questionários associados a variáveis sócio cognitivas. Em ambos os anos de escolaridade, e comparativamente com os alunos de mais fraco desempenho, o grupo dos bons realizadores obteve resultados significativamente mais elevados nas provas intelectuais (raciocínio numérico e cálculo), assim como no questionário de autoeficácia para a Matemática. Ao mesmo tempo apresentam resultados significativamente mais baixos nos questionários de desânimo aprendido, locus de controlo, atribuições de responsabilidade dos resultados na Matemática e ansiedade na Matemática. Comparando o 7º com o 9º ano, verifica-se uma diminuição das diferenças entre os alunos bons e os maus realizadores, excepto nas provas de ansiedade na Matemática e na de raciocínio numérico, onde as diferenças se mantêm. No sentido de determinar em que medida o bom e o mau desempenho na Matemática está relacionado com as variáveis introduzidas pelo modelo, foram realizadas análises de regressão múltipla para cada um dos anos e para cada um dos grupos.


Este estudo foi aprofundado por António Barros de Oliveira (1996). O seu trabalho tem como objectivo testar simultaneamente um conjunto de relações entre diversos construtos do modelo do controlo pessoal, quando aplicado a um problema educacional prático e a predição do desempenho em Matemática e contribuir para a compreensão do impacto de um conjunto de variáveis pessoais no desempenho na disciplina de Matemática. A questão de base consiste em saber como é que os alunos fornecem explicações para o seu próprio sucesso ou insucesso escolar em Matemática. Um constructo essencial neste trabalho é o desânimo aprendido. Este conceito apareceu em 1967 em investigações de Seligman que descrevem experiências de aprendizagem animal quando confrontados com estimulação aversiva. Enquanto um grupo (de controlo) aprendia fácil e eficazmente a escapar a choques eléctricos, um outro grupo (experimental) exibia graves deficiências na aquisição destas respostas, por ter estado previamente exposto a choques eléctricos incontroláveis. O mesmo fenómeno foi identificado em alunos.


Quando um organismo não consegue controlar o desenrolar dos acontecimentos pela própria acção, isto é, quando os acontecimentos do meio são independentes do seu comportamento, diz-se que se encontra numa situação de não contingência ou incontrolabilidade. A hipótese interpretativa original do fenómeno de desânimo aprendido considera que se um organismo for repetidamente exposto a consequências que são independentes de qualquer resposta instrumental (situações de não contingência) aprende que não haverá contingência entre o seu comportamento e o reforço no futuro. Em consequência daquela aprendizagem, o organismo comporta-se de forma “desanimada”. Deste modo, o fenómeno de desânimo aprendido caracteriza-se por um triplo défice: motivacional, cognitivo e emocional. A avaliação do aluno acerca das suas próprias capacidades para organizar e executar os comportamentos necessários para alcançar as consequências desejadas, denominada autoeficácia, está estreitamente relacionada com aquele conceito.


Participam neste estudo 600 alunos do 7º ano e 649 do 9º ano do distrito de Braga. No que se refere às relações entre as diversas variáveis pessoais (atribuições, valor do sucesso e expectativas), os resultados confirmam as relações entre as atribuições externas do insucesso e a expectativa de desânimo, entre as atribuições do insucesso à capacidade e a expectativa de autoeficácia e entre as atribuições externas do insucesso e a autoeficácia. As atribuições influenciam o valor do sucesso, mas apenas no caso dos alunos do 9º ano. Para o autor, a falta de significância encontrada entre estas variáveis para o 7º ano deve-se provavelmente à pouca fiabilidade do indicador utilizado neste ano de escolaridade. No que se refere às relações entre as variáveis pessoais, a persistência no estudo e o desempenho, encontram-se relações entre as expectativas de desânimo e de autoeficácia e o desempenho na Matemática mas não são encontradas relações significativas entre as expectativas de desânimo e de autoeficácia relativamente à persistência no estudo. Nos alunos do 9º ano é encontrada influência entre o valor do sucesso e a persistência.


Encontra-se uma correlação negativa e significativa bastante elevada entre a autoeficácia e a ansiedade na Matemática, bem como entre a autoeficácia e o número de repetências anteriores em Matemática. Encontra-se ainda uma correlação positiva e significativa entre a autoeficácia e o raciocínio numérico. Verifica-se ainda que os alunos com expectativas de autoeficácia mais elevadas obtêm médias significativamente mais elevadas num teste de conhecimentos matemáticos bem como classificações escolares significativamente mais elevadas do que os alunos com mais baixas expectativas de autoeficácia. A autoeficácia revela ainda uma correlação muito forte com o desempenho em Matemática, quer para os alunos do 7º ano, quer para os do 9º. A autoeficácia é a variável que mais contribui para explicar o desempenho em Matemática (38% da variância no 7º ano e 35% no 9º). Tanto no 7º ano, como no 9º, a maior diferenciação dos resultados no desempenho da Matemática acompanha a expectativa de autoeficácia e a expectativa de desânimo. Diferenças menos nítidas, e já pouco significativas, verificam-se nas atribuições de internalidade e externalidade pelo insucesso.


As investigações realizadas por Augusta Neves (1988), Leonor Moreira, (1989), Cristina Zambujo (1989) e Teresa Cardoso (1995) envolvem turmas problemáticas, conseguindo em todos os casos criar nos alunos um tipo de envolvimento diferente da realização das tarefas matemáticas. Uma relação directa entre o professor e o aluno e um sentimento de importância por participar num trabalho especial podem ser os factores-chave propiciadores de uma tal mudança.


Apesar da importância que assume o fenómeno do insucesso na disciplina de Matemática, o tema tem merecido pouca atenção dos investigadores. A falta de dados básicos quantificando o fenómeno e a sua diversidade, a caracterização fina de casos relevantes de insucesso, ou mesmo o desenvolvimento e estudo de programas especificamente virados para alunos com baixo desempenho estão ausentes do panorama investigativo. O trabalho realizado na Universidade do Minho aponta para a complexidade do fenómeno, bem como, consequentemente, para a dificuldade no desenvolvimento de soluções aceitáveis. 

Atitudes e concepções

As atitudes e concepções dos alunos constituem uma área significativa de investigação. O grande interesse deste tema reside no facto de existir tendência para uma associação entre as atitudes e os resultados dos alunos, em termos de aprendizagens. A atitudes favoráveis correspondem, de um modo geral, bons resultados e vice-versa. Mas esta correspondência nem sempre é muito forte e será importante saber que factores podem interferir nesta relação. Além disso, havendo razões para crer que elas se vão tornando menos favoráveis à medida que se sobe na escala etária, será interessante saber que evolução existe nas atitudes dos alunos ao longo da escolaridade.


Até aqui as atitudes raramente têm sido o foco central das investigações realizadas. Normalmente, elas são estudadas como um aspecto entre vários — quase sempre bastante secundário — em pesquisas realizadas em trabalhos de diagnóstico global ou em torno de experiências inovadoras. Nesta secção abordamos muito em especial os estudos que se referem às atitudes e concepções dos alunos em relação à Matemática e à aprendizagem da Matemática.

Atitudes e concepções em relação à Matemática

Ninguém é indiferente à Matemática. A ideia mais difundida é que, como disciplina escolar, ela é considerada como uma das mais difíceis, da qual poucos alunos gostam. Até que ponto é este quadro verdadeiro? E até que ponto é ou não possível modificar as atitudes dos alunos em relação à Matemática? Esta temática tem sido abordada em dois tipos distintos de estudos.


Existem, por um lado, trabalhos de grande dimensão que nos permitem uma visão global da situação, e, por outro, estudos utilizando pequenos grupos de alunos com os quais conseguimos conhecer mais de perto as atitudes e as concepções dos alunos sobre a Matemática. Assim, o relatório de avaliação do 7º ano unificado (Mendonça, 1980) contém um levantamento das atitudes relativamente à Matemática de alunos de escolas da região de Lisboa e do Nordeste. Os estudos do SIAEP  (Ramalho, 1994) e do TIMSS (Amaro, Cardoso e Reis, 1996) contêm questões que dão indicações interessantes acerca das atitudes dos alunos em relação a esta disciplina. Um outro trabalho quantitativo é também realizado por Ana Lúcia Santos e outros (1988), com base num questionário de escolha múltipla aplicado a 2 turmas de cada ano de escolaridade (7º ao 12º) da ES Josefa de Óbidos, seleccionadas aleatoriamente, envolvendo um total de 278 alunos. Existem, por outro lado, trabalhos com pequenas amostras, quase todos de cunho qualitativo. Os estudos de Isolina Oliveira (1995) e Margarida Junqueira (1995) dão indicações acerca atitudes dos alunos e da sua relação com outras variáveis. E, finalmente, os estudos de João Filipe Matos (1991), Paulo Abrantes (1994), Manuel Saraiva (1992), realizados no quadro de experiências inovadoras, fornecem perspectivas muito interessantes acerca das possibilidades de transformação das atitudes dos alunos.


Uma primeira ordem de questões tem a ver com a preferência que os alunos têm ou não pela Matemática e se a consideram uma disciplina fácil ou difícil. No trabalho de Isolina Oliveira (1995) a maioria dos alunos (do 6º ano) não coloca a Matemática em primeiro lugar mas não há nenhum que “não goste nada”. A maioria “gosta assim-assim” e apenas seis a indicam como a disciplina preferida. Em geral, os alunos estudados pelo TIMSS gostam de Matemática (cerca de 75%), embora, na sua maioria (cerca de 60%) a achem difícil. No estudo de avaliação do 7º ano unificado (Mendonça, 1980), curiosamente, a Matemática aparece como a disciplina maioritariamente preferida pelos alunos de ambas as regiões (Lisboa - 16%; Nordeste - 17%). Numa análise por estrato socioprofissional dos progenitores, a Matemática é a disciplina preferida pelos alunos oriundos da maioria dos estratos (com excepção para os estratos mais baixos da região de Lisboa). Mas a Matemática aparece como a disciplina de que os alunos gostam menos (21%) na região de Lisboa e no Nordeste aparece em 2º lugar (21%) a seguir ao Francês (25%). Analisando por estrato socioprofissional, a Matemática figura sempre entre as três disciplinas de que os alunos menos gostam na grande maioria dos casos. Relativamente ao grau de dificuldade de cada disciplina, os alunos distribuem-se de um modo muito próximo nas categorias difícil, nem fácil nem difícil, e fácil. Na região de Lisboa as opiniões distribuem-se de modo equilibrado (36%, 30%, 33%), isto é, existe um número semelhante de alunos a considerar fácil, difícil, e com uma opinião intermédia. No Nordeste existe uma pequena tendência para considerar a Matemática como uma disciplina fácil (29%, 32%, 34%). Estes resultados sugerem que, neste nível etário, uma percentagem significativa de alunos gosta muito e outra não gosta nada desta disciplina; enquanto uns a acham fácil, outros acham-na difícil.


Uma segunda ordem de questões tem a ver com a importância e a utilidade que os alunos atribuem à disciplina de Matemática. Em geral, os alunos estudados pelo TIMSS pensam que a Matemática é importante para a vida (cerca de 90%). No estudo do SIAEP, uma questão procura determinar as expectativas que os alunos consideravam que os seus pais tinham em relação ao seu desempenho em Matemática, o que dá alguma indicação da importância que atribuem a esta disciplina (Ramalho, 1994). Os alunos de 9 anos consideram de modo claramente maioritário que os pais pretendem que eles sejam bons alunos em Matemática, verificando-se o resultado mais baixo nos alunos dos Açores (mesmo assim 78%). Para os alunos de 13 anos a resposta é semelhante (entre 74% no Algarve e 84% no Alentejo), sendo ligeiramente superior nos alunos das escolas privadas (82%) em relação aos das escolas públicas (78%). Respostas semelhantes, embora com maiorias não tão expressivas podem ser encontradas no Projecto TIMSS.


No estudo realizado por Ana Lúcia Santos e outros (1988) era perguntado, entre outras coisas, qual a importância de saber Matemática. Esta questão tem 5 possibilidades de resposta positiva do tipo “Sim, porque…” e três de resposta negativa do tipo “Não, porque…”. A esmagadora maioria dos alunos deu respostas positivas (94%) não existindo diferenças significativas entre sexos ou cursos. As respostas positivas apresentam alguma diversidade (importante para a profissão, para o dia a dia, para ajudar a raciocinar melhor, para o prosseguimento dos estudos). Há diferenças significativas entre os cursos, tendo os alunos do unificado apontado maioritariamente a importância para uma profissão (39%) ou a aplicação no dia a dia (36%), enquanto que os do complementar valorizaram o melhoramento do raciocínio (35%) ou o prosseguimento dos estudos (27%). Os alunos que afirmam não ser importante saber Matemática apontam quase exclusivamente a possibilidade de ter êxito na vida sem Matemática.


No estudo do SIAEP, a maioria dos alunos de 13 anos mostra-se concordante com a ideia que a Matemática é útil na resolução dos problemas do dia-a-dia (de um mínimo de 84% na Madeira até um máximo de 98% nos Açores), sendo esta posição ligeiramente mais forte nas raparigas e nos alunos das escolas semiurbanas. Mais de 90% dos alunos concordam que a Matemática é importante para arranjar um bom emprego. Também no trabalho de Isolina Oliveira (1995), todos os alunos consideram a Matemática útil na vida quotidiana, tendo assinalado uma ou mais situações reais em que se aplicam conhecimentos matemáticos. Estas respostas traduzem as vivências dos alunos e reflectem as suas expectativas profissionais. Em resumo, a grande maioria dos alunos considera a matemática importante e útil, embora por razões bastante variadas.


E uma terceira ordem de problemas diz respeito às diferenças entre os sexos. Tem sido notado em diversos países que existe uma profunda diferença no modo como rapazes e raparigas se relacionam com a Matemática. No trabalho realizado pelo SIAEP, a grande maioria dos alunos de 9 anos (perto de 90%) considera que a Matemática é tanto para rapazes como para raparigas. A percentagem mais baixa encontra-se nas escolas da região Centro (82%), nos rapazes (84%) e nos alunos de meio semiurbano (85%). Para os alunos de 13 anos a concordância é ainda maior, sendo em todas as regiões igual ou superior a 95%. Tal como no nível etário anterior, são também aqui as raparigas que, por uma pequena diferença, mais se manifestam a favor da igualdade de situações (98% contra 95% dos rapazes). Ou seja, a grande maioria dos jovens portugueses manifesta-se claramente pela igualdade de rapazes e raparigas no trabalho matemático.


O estudo realizado por Margarida Junqueira (1995) apresenta também alguns elementos sobre as atitudes dos alunos perante a Matemática. Relacionando a média dos resultados em três testes de conhecimentos dos alunos com a sua preferência pela Matemática ou por outras disciplinas, constata-se que os alunos que preferem Matemática têm médias superiores. No entanto, este resultado tanto pode ser interpretado dizendo que uma atitude favorável à Matemática é conducente a uma boa aprendizagem como, de modo simétrico, que os bons resultados em Matemática levam a uma boa atitude perante ela. Dado não se tratar de um trabalho experimental (no que se refere a esta variável), é impossível escolher entre as duas afirmações de causalidade.


Algumas investigações sobre as atitudes dos alunos têm sido empreendidas no quadro de experiências inovadoras. Neste domínio, o estudo mais importante é realizado por João Filipe Matos (1991), pela problematização aprofundada que faz dos conceitos de atitude e concepção. O autor investiga as concepções e atitudes dos alunos de 8º ano em relação à Matemática, quando eles desenvolvem actividades com utilização da linguagem Logo. O autor procura verificar como se relacionavam as atitudes dos alunos e as suas concepções sobre a Matemática e obter elementos acerca da eventual contribuição dos computadores na promoção de atitudes positivas dos alunos em relação a esta disciplina. Em termos mais específicos, pretende identificar as concepções dos alunos acerca da Matemática e da sua aprendizagem. Procura ainda saber que natureza têm e como se estruturam essas concepções do ponto de vista da sua centralidade, lógica interna e hierarquia, como se podem caracterizar as atitudes dos alunos através do balanço valorativo das suas concepções sobre a Matemática e sobre a sua aprendizagem e qual a influência da realização de actividades de projecto e de investigação com utilização daquela linguagem nas concepções e atitudes dos alunos.


A metodologia baseia-se no estudo de quatro casos em que o investigador assume um papel de observador participante. São realizadas gravação em vídeo das sessões de trabalho, registos e notas do investigador, e vídeos de entrevistas semiestruturadas aos pais, professores e quatro alunos. Os participantes são alunos do 8º ano de 3 professoras envolvidas no Pólo da FCUL do Projecto MINERVA.


O estudo sugere existir uma dualidade na visão que os alunos têm da Matemática: há por um lado uma Matemática prática ou automatizada e por outro uma Matemática do raciocínio. Estas duas concepções coexistem nos diversos alunos mas aparecem com uma importância relativa diferente. As concepções dos alunos estão relacionadas com a actividade matemática por eles realizada mas tendem a ser vistas como características da própria Matemática.


A Matemática pode surgir como imposta do exterior e, nesse caso, ela aparece como um conjunto de regras que se aplicam em situações bem definidas. Mas também pode ser entendida como expressão da individualidade e, nesse caso, é algo que se elabora e pensa. Uma grande fixação dos alunos nas preocupações de cunho escolar (nomeadamente a avaliação) tende a reforçar a uma visão pragmática desta disciplina, dificultando a evolução das ideias dos alunos.


Um dos aspectos analisados por Paulo Abrantes (1994) no estudo sobre os efeitos do currículo desenvolvido pelo projecto MAT789 é a evolução das concepções dos alunos a respeito da Matemática. O autor compara as respostas que os alunos de uma das turmas do projecto dão a um questionário no fim da experiência (9º ano) com as respostas dos mesmos alunos no início (três anos antes), e as respostas de alunos de três outras turmas do mesmo ano e da mesma escola, não integradas no projecto. Além disso, realiza quatro estudos de caso individuais, analisando dados de entrevistas e das produções dos alunos.


A evolução das respostas dos alunos da turma do projecto sugere uma mudança considerável na maneira de ver a Matemática. Para a maioria, esta disciplina surge inicialmente ligada ao cálculo e aos números e, mais tarde, à resolução de problemas e ao raciocínio. Observa-se no segundo momento uma maior riqueza e variedade de argumentos, a par de uma tentativa de exprimir uma relação pessoal com a Matemática. Ao mesmo tempo, há aspectos em que as respostas destes alunos no fim da experiência são radicalmente distintas das de alunos de outras turmas. Isto sucede por exemplo na apreciação que fazem da resolução de problemas, considerado o aspecto mais interessante da Matemática por 53% dos alunos da turma do projecto e por menos de 20% dos restantes, e o menos interessante por nenhum aluno da turma experimental e por 27% dos outros. E sucede igualmente no próprio conceito de problema: o tempo necessário para se resolver um problema de Matemática “depende” de vários factores para 58% dos primeiros e situa-se entre 3 e 10 minutos para 52% dos segundos; esta ideia é confirmada pelas percentagens dos alunos que escrevem que o tempo para desistir de um problema “depende” (47% na turma do projecto contra 7% nas outras) ou que esse tempo está entre 5 e 10 minutos (0% contra 45%, respectivamente). A própria noção do que é um problema de Matemática parece ser diferente. Os alunos da turma experimental incluem situações em que se utiliza a Matemática em contextos de aplicação, enquanto tais situações tendem a ser consideradas pelos alunos das outras turmas como pertencendo a outras disciplinas e não sendo de Matemática.


Os estudos de caso sugerem que a evolução das concepções dos alunos está fortemente relacionada com as experiências de aprendizagem que viveram no âmbito do currículo e que a visão dos alunos sobre a Matemática condiciona o modo como se envolvem nas tarefas matemáticas. Além disso, fornecem exemplos de relação estreita entre a evolução das concepções e de aspectos cognitivos e afectivos, como tornar-se competente em vários aspectos do estudo desta disciplina ou verificar que, em Matemática, há lugar para uma variedade de estilos pessoais de trabalhar.


Este estudo mostra ainda que a falta de discussão explícita sobre o que é a Matemática, à luz das experiências dos alunos, torna muito difícil que eles reflictam sobre essas experiências e sejam capazes de desenvolver uma concepção pessoal coerente sobre a Matemática e uma visão crítica fundamentada sobre o ensino e a aprendizagem desta disciplina.


Finalmente, o estudo realizado por Manuel Saraiva (1992), procura saber qual a atitude e a visão da Matemática com que ficam os alunos do 10º ano após um período de trabalho de cunho fortemente experimental com o programa Logo.Geometria. Segundo o investigador, muitos alunos adquirem atitudes e concepções bastante diferentes sobre a Matemática e aumentam o seu entusiasmo em relação a esta disciplina.


Reveste-se de especial interesse conhecer as motivações e as atitudes dos alunos dispostos a participar nas Olimpíadas de Matemática. Nesse sentido foram desenvolvidos dois trabalhos por Ana Mesquita (1985) e Joana Castro (1985). Ambos estudaram os participantes nas olimpíadas de Matemáticas de 1984 do sul de Portugal, utilizando questionários. Mesquita constatou que os alunos tinham uma atitude positiva em relação à Matemática. O trabalho de Castro procurou identificar factores que influenciam a decisão dos alunos em se envolverem nas olimpíadas, as suas atitudes em relação à Matemática, em relação aos seus professores, o valor atribuído pelos pais à Matemática, e os interesses matemáticos recreativos dos alunos. Foi enviado um questionário a todos os participantes nas Olimpíadas de 1984 do sul de Portugal. Foi igualmente constituído um grupo de alunos que não participaram nas olimpíadas equivalente ao primeiro nas variáveis de idade, sexo, ano de escolaridade e desempenho em Matemática. Este último estudo é inconclusivo e não revela diferenças significativas entre os dois grupos.


Os resultados destes estudos sobre atitudes e concepções em relação à Matemática mostram que, de um modo geral, há alunos com uma relação fortemente positiva em relação à Matemática e alunos com uma relação fortemente negativa. Torna-se também claro que é possível proporcionar aos alunos o desenvolvimento de uma visão da Matemática como actividade dinâmica, na qual eles podem ter um assinalável protagonismo. Estudos futuros poderão beneficiar de um enquadramento teórico mais forte, nomeadamente através de questionamentos epistemológicos do conhecimento matemático dos alunos e sua relação com o modo como este conhecimento é desenvolvido na sala de aula.

Atitudes e concepções em relação à aprendizagem da Matemática

Diversas investigações procuraram obter informação acerca das atitudes dos alunos em relação à aprendizagem da Matemática. De que modo acham que se aprende melhor Matemática? Com que tipo de aulas? Usando que materiais? Que visão têm eles do seu próprio desempenho na disciplina? 


Os estudos do SIAEP (Ramalho, 1994), TIMSS (Amaro, Cardoso e Reis, 1996), Ana Lúcia Santos e outros (1988) e Isolina Oliveira (1995), já referidos, dão algumas indicações sobre as atitudes e concepções dos alunos nesta matéria. As investigações de João Filipe Matos (1986), Manuel Saraiva (1992), Susana Carreira (1992), Manuel Vara Pires (1995), Margarida Junqueira (1995) e Teresa Cardoso (1995), também já indicados, permitem antever como é que estas atitudes e concepções podem evoluir com abordagens metodológicas envolvendo meios informáticos ou materiais didácticos.


A maioria dos alunos estudados pelo TIMSS (Amaro, Cardoso e Reis, 1996), gosta de aprender Matemática (cerca de 80%). O trabalho de Ana Lúcia Santos e outros (1988) dá indicações interessantes acerca do modo como os alunos encaram as aulas e os professores de Matemática. À pergunta sobre as diferenças entre o professor de Matemática e os professores de outras disciplinas não se revelam diferenças de opinião significativas entre os cursos, mas os rapazes consideram o professor de Matemática diferente dos das outras disciplinas. Analisando as opiniões dos alunos que consideraram o professor de Matemática diferente, as respostas indicam maioritariamente aspectos que não se relacionam com a personalidade do professor, mas sim com o tipo de aula (49%) ou com a matéria (49%). Os alunos do curso unificado tendem a considerar diferente a matéria (59%), e os do curso complementar o tipo de aula (56%). O defeito principal do professor de Matemática é o de que “não explica” (36%). Esta opinião é significativamente maioritária entre as raparigas (41%) e no curso complementar (46%). O facto de ela não ser significativamente maioritária no ensino unificado deve-se essencialmente à opinião maioritária dos rapazes de que o professor de Matemática “é antipático” (33%). Em resumo, para os alunos, o professor de Matemática tende a ser um personagem geralmente pouco simpático. Além disso, é pelo tipo de aula que a Matemática mais se diferencia das outras disciplinas.


Neste mesmo estudo, os alunos maioritariamente (55%) consideram que um tópico matemático é fácil quando se “tem bases”. A opção “[quando] é interessante” recolhe as preferências de cerca de um quarto dos alunos. Existem diferenças significativas entre o curso unificado e o complementar. Neste último a resposta “[um assunto é fácil em Matemática quando se] tem bases” recolhe 66% das opiniões em especial entre as raparigas (72%). No unificado, embora esta resposta seja maioritária (46%), cerca de um terço dos alunos (34%) escolhe a opção “[quando] é interessante”. 


Uma segunda questão, associada à anterior, é a visão que os alunos têm de si próprios como alunos de Matemática. No estudo do SIAEP (Ramalho, 1994), a percentagem dos alunos de 9 anos que consideram ser bons a Matemática situa-se entre os 40% (nos Açores e Madeira) e os 57% (Região Centro). Inversamente, os alunos que assumem não ser bons a Matemática situam-se entre os 26% (Açores) e os 3% (Região Centro). Os rapazes mostram uma maior confiança (55%) do que as raparigas (41%) quanto ao seu bom desempenho nesta disciplina e os alunos do meio semiurbano e das escolas privadas são os que mostram mais confiança nos seus resultados.


No que se refere aos alunos de 13 anos, verifica-se que a percentagem dos que se consideram bons a Matemática oscila entre os 32% (Algarve) e os 47% (Alentejo), diminuindo portanto em relação ao grupo dos mais jovens. Entre os alunos de 13 anos, não existe diferença nas percepções dos alunos dos dois sexos. A percentagem de concordâncias é maior nos alunos de meio semiurbano (42%), o que aparece associado a um maior grau de realização média em Matemática neste tipo de alunos. Ou seja, de um modo geral os alunos têm uma visão positiva do seu desempenho, em clara contradição com os resultados dos estudos internacionais comparativos sobre a aprendizagem.


Uma terceira questão de interesse é o que os alunos consideram ser a melhor maneira de aprender Matemática. A maioria dos alunos de 13 anos do estudo do SIAEP (Ramalho, 1994) discorda que, para aprender Matemática, seja essencialmente preciso decorar. A excepção é a Madeira, onde a posição maioritária é de concordância ou total concordância (42%). Verifica-se nesta questão grandes variações nas percentagens de região para região, entre os sexos (com maior concordância nos rapazes), sugerindo a existência de representações distintas em várias grupos sociais e regiões do país.


Por outro lado, a maioria (55%) dos alunos do estudo de Santos e outros (1988) afirma que para ter notas positivas a Matemática “é preciso fazer exercícios e estudar em casa”. Não existem diferenças significativas quer entre os sexos quer entre os cursos. A principal razão apontada para não se gostar de Matemática é ser “difícil” (48%), que é maioritária para os dois sexos e para os dois cursos. Ou seja, os alunos consideram de um modo geral que é preciso um trabalho permanente e continuado para ter bons resultados em Matemática.


Isolina Oliveira (1995), procura saber qual a percepção dos alunos do 6º ano sobre o que é necessário fazer para se ser bom aluno em Matemática. A esmagadora maioria das respostas coloca a tónica no esforço do aluno, envolvendo estar atento, estudar, fazer exercícios e fazer os trabalhos de casa. Menos indicadas foram respostas do tipo “compreender”, “tirar dúvidas quando não se entende”, “saber as regras”.


Algumas investigações, realizadas no quadro de experiências inovadoras, permitem perceber como podem evoluir as atitudes dos alunos em relação à aprendizagem da Matemática. Numa experiência, recorrendo ao uso de computadores com alunos do 1º ciclo (linguagem Logo), João Filipe Matos (1986) indica que uma das actividades de programação na qual os alunos se envolveram mais intensamente foram motivadas pela realização de projectos livres. Os alunos mostraram uma preferência clara pela realização destas actividades em contraste com outras de cunho mais dirigido baseadas em folhas de trabalho. Na fase final do estudo surgiram projectos livres onde o grande objectivo era “experimentar” o computador sem que os alunos tivessem uma ideia muito clara do que poderia acontecer. Esta persistência desaparecem em tarefas incluídas em folhas de trabalho propostas pelo professor.


Num outro trabalho, com alunos do 6º ano, Manuel Vara Pires (1995) estuda as atitudes dos alunos em relação ao uso de diversos materiais. Os alunos nunca ou quase nunca têm dificuldades em utilizar os materiais. Apenas uma aluna refere aprender melhor com a professora, porque com os materiais se diverte e não aprende. Os outros alunos consideram os materiais interessantes, engraçados ou divertidos, mas com os quais também se aprende. Dentre todos os materiais utilizados, o geoplano e o tangran são os preferidos. Segundo os alunos, quando se recorre a materiais, as aulas tornam-se quase sempre mais interessantes e a utilização de materiais facilita muitas vezes ou sempre a aprendizagem. Na sua opinião, a utilização de materiais permite-lhes desenvolver atitudes muito positivas relativamente a si próprios e aos outros. Quando utilizam materiais os alunos preferem trabalhar em grupo. Note-se que é difícil saber se estes resultados são influenciados mais pelos materiais ou pela personalidade da professora e pelo ambiente global de aprendizagem. Não é de crer que a simples introdução destes materiais na sala se aula possa, só por si, tenha produzir todos estes efeitos.


Num outro trabalho realizado por Margarida Junqueira (1995), refere-se que as aulas com o Cabri-Géomètre despertam muito maior interesse e que uma larga maioria de alunos se empenha na realização das actividades propostas. A autora detecta três tipos de atitudes importantes. A primeira é a de autonomia progressiva. No início os alunos são muito pouco autónomos, atrapalhando-se com frequência num pormenor e solicitando o apoio da professora ou da investigadora. A pouco e pouco esta situação modifica-se, em especial depois de uma chamada de atenção por parte da professora. Outra atitude é a preferência pelas actividades de construção. Estas são as actividades que mais agradam aos alunos. Quando resolvem uma ficha de trabalho começam por fazer todas as construções e só no fim respondem às questões sobre justificações, um pouco à pressa e sem muito empenho, mesmo com a ajuda da professora. As questões sobre investigação de construções geométricas despertam a curiosidade de alguns alunos, mas é necessário apoiá-los para que prestem atenção à permanência ou não das suas propriedades e relações. A terceira atitude diz respeito ao modo de trabalhar em grupo. Na maioria dos grupos a divisão de trabalho era sinónimo de divisão equitativa do tempo em que cada um ocupava o teclado e o rato, eventualmente devido à falta de hábito de trabalharem em grupo. Enquanto esse aluno trabalha os outros observam sem fazer muitos comentários e normalmente acabam por se distrair com outro assunto. Nos grupos em que há um líder este indica como as actividades se resolvem e outro elemento executa, mais uma vez de modo a dividir equitativamente a posse do rato.


Além disso, todos os alunos declaram, de uma forma mais ou menos explícita, que gostam deste trabalho. Alguns consideram que as aulas com os computadores são diferentes, principalmente “no método de trabalho”, mais estimulantes, levando-os a descobrir por si próprios como resolver os problemas e por isso “tinham mais entusiasmo” e “o tempo passava mais depressa”. Para alguns alunos as aulas com o computador são “práticas”, permitindo-lhes fazer experiências e testar coisas mais rapidamente enquanto que sem computador a Geometria é “chata”.  Para a maior parte dos alunos os problemas são fáceis e para alguns não são “assim tão fáceis, mas com ajuda chegaram lá”. Em geral, todos sentem conseguir ultrapassar as dificuldades, ao contrário do que se passa nas aulas habituais. Para alguns alunos, os problemas de construção são mais fáceis porque podem experimentar várias ideias, mas as justificações que não podem ser deduzidas por tentativas são mais difíceis. A necessidade de redigir respostas torna alguns problemas mais complicados e menos do agrado de quase todos os alunos. Todos os alunos defendem o sistema de aulas alternadamente no computador e na sala habitual.


O estudo realizado por Manuel Saraiva (1992), com alunos do 10º ano, mostra que eles podem reconhecer as vantagens de descobrir e de agir sobre os conhecimentos. Alguns consideram que o programa Logo.Geometria facilita a sua compreensão, para descobrir coisas novas, havendo mesmo um deles que refere que se trata de uma nova maneira de dar Matemática. Outros alunos disseram que o Logo.Geometria é uma ferramenta, tal como o papel e o lápis. Todos os alunos de Informática consideram este programa de fácil utilização, mas diversos alunos de Agricultura acharam-no relativamente difícil. Um aluno refere que quando se utiliza o Logo.Geometria com trabalho em grupo “o difícil torna-se fácil, especialmente quando o grupo todo trabalha, fazendo relatórios, fazendo perguntas ao professor e raciocinando, pois, para se desenvolver trabalho é preciso usar o raciocínio” (p. 225).


Susana Carreira (1992), num estudo envolvendo o uso da folha de cálculo na aprendizagem da trigonometria com alunos do 10º ano, procura saber qual a sua atitude relativamente aos diversos aspectos do trabalho realizado. Relativamente à experiência no seu conjunto, apenas 2 alunos em 35 manifestam uma opinião desfavorável sobre os efeitos das actividades desenvolvidas sobre a aprendizagem. Estas duas opiniões desfavoráveis relacionam-se, uma com a dificuldade em utilizar a folha de cálculo, e a outra com uma preferência por aulas sem o computador. Os alunos que manifestam uma opinião favorável, apontam um aumento do interesse e da atenção da sua parte. Assinalam ainda que o uso do computador foi importante como meio para melhorar a aprendizagem da Matemática e que a intervenção permitiu o alargamento e aprofundamento dos conhecimentos, bem como a aplicação dos conhecimentos adquiridos.


Todos os alunos acham as tarefas propostas interessantes e, na sua maior parte, não apresentam ideias para eventuais alterações. Alguns alunos propõem alterações relacionadas com a falta de tempo, a dimensão excessiva e a falta de domínio da folha de cálculo. Os alunos valorizam as aulas em que intervém o computador e as actividades de modelação e aplicação constituem aspectos positivos. A falta de tempo constitui um aspecto negativo. Os alunos com opiniões mais negativas referem a falta de gosto pela trigonometria e não a experiência propriamente dita. A autora procura ainda saber qual a atitude dos alunos sobre a elaboração de relatórios no final de cada actividade. Apenas 3 alunos em 35 manifestam uma opinião desfavorável em relação a esta tarefa. A maioria afirma que os relatórios contribuem para melhorar a compreensão, e constituem uma forma de trabalho que também requer aprendizagem, são importantes como elementos de avaliação e são motivadores.


Numa outra investigação, conduzida por Teresa Cardoso (1995), os alunos do 11º ano consideram também que o êxito ou fracasso escolar depende essencialmente da sua vontade. No entanto, acham que a Matemática que já estudaram era mais do que suficiente para as suas necessidades e revelam uma forte dependência da professora, provocada provavelmente pela falta de autonomia ou por falta de confiança nas suas capacidades. No fim da investigação, depois de uma ampla utilização de calculadoras gráficas no estudo de funções, os alunos revelam uma mudança para uma atitude mais positiva em relação à aprendizagem da Matemática. Também acham que, com a experiência, as aulas se tornaram mais activas e mais participadas, tendo-se quebrado a rotina habitual no que se refere ao uso de calculadoras (nas palavras de um aluno: “Desde o 5º ano que era a mesma coisa”).


Os resultados destas investigações mostram que os alunos tendem a ter uma visão positiva acerca das suas capacidades em Matemática. Para a maioria, os bons resultados resultam sobretudo do seu esforço individual no cumprimento das tarefas de rotina. Estes estudos mostram também, de modo bastante conclusivo, que, no quadro de experiências inovadoras, os alunos tendem a aderir a uma perspectiva de aprendizagem que lhes confere um papel muito mais activo do que o ensino tradicional.

3.6  Conclusão


Em Portugal, a investigação sobre a aprendizagem tem-se desenvolvido em duas direcções complementares. Por um lado, tem-se debruçado sobre o conhecimento matemático dos alunos, em conceitos ou domínios específicos, integrando perspectivas sociais ou afectivas e procurando interpretações baseadas em abordagens teóricas e metodológicas recentes. Por outro lado, têm sido realizados estudos comparativos das aprendizagens matemáticas de alunos portugueses com as de alunos de outros países.


Apesar desta investigação ser algo dispersa, ela dá-nos uma caracterização geral das aprendizagens dos alunos portugueses. Torna-se evidente que, nos níveis de escolaridade mais baixos, as aprendizagens estão muito marcadas por uma valorização dos aspectos aritméticos mais rotineiros. Mesmo nos temas que permitiriam explorações muitos interessantes (como, por exemplo, a Geometria), os aspectos rotineiros sobressaem nos desempenhos dos alunos. Nos níveis de escolaridade mais elevados encontramos os alunos muito orientados para aspectos algébricos sintácticos ou repetitivos, resultado das abordagens didácticas que põem no centro das atenções a manipulação algébrica (como a simplificação de expressões ou a resolução de equações) a utilização de regras (para operações com números relativos, com fracções, com potências, a álgebra dos limites, as regras de derivação, etc.), ao mesmo tempo que revelam muitas limitações noutras áreas (interpretação de gráficos, Geometria, etc).


É de realçar, no entanto, que sempre que os estudos se debruçaram mais em pormenor sobre a qualidade das aprendizagens, e, sobretudo, quando eles estiveram associados a experiências realizadas em ambientes educativos orientados para o desenvolvimento de ideias matemáticas mais complexas, os alunos, em geral conseguiram efectivamente desenvolver essas ideias, passaram a atribuir significados não meramente sintácticos às suas aprendizagens e utilizaram múltiplas estratégias na resolução de problemas e situações matemáticas.


Os trabalhos realizados sugerem algumas vias para um desenvolvimento curricular visando melhorar a qualidade das aprendizagens. Uma primeira via prende-se com a busca de propostas pedagógicas propondo o envolvimento dos alunos em tarefas significantes para eles próprios. Uma segunda via deverá ser a criação de contextos para uma efectiva construção social da Matemática na sala de aula. Uma última via deverá apontar para a valorização dos aspectos informais (não abstractos) da Matemática, em especial nos níveis mais avançados, bem como a valorização dos aspectos complexos (não rotineiros) principalmente nos níveis mais elementares. Esta afirmação, só aparentemente é paradoxal. Pensamos que os níveis mais elementares devem ser dadas oportunidades aos nossos alunos de explorarem ideias matemáticas de um modo que vá além da memorização de procedimentos, na qual até temos uma qualidade de aprendizagem satisfatória, como observámos pelas comparações internacionais. Nos níveis mais avançados, a ênfase em processos formais (linguagem matemática, lógica ou regras) sem a correspondente exploração informal conduz a um saber aparente e sem conteúdo matemático. Nestes níveis a aprendizagem da Matemática deve assentar em abordagens que partindo de explorações mais ou menos intuitivas (abordagens gráficas, visualização de entidades geométricas, desenvolvimento a partir de argumentações matemáticas informais) conduza a formalizações com um conteúdo matemático rico.

� Esta questão foi abordada, por exemplo, no estudo do SIAEP, adiante referido.





� Actual 6º ano de escolaridade.





� Actuais 2º e 3º ciclos de escolaridade.





�Um primeiro estudo deste tipo foi iniciado recorrendo a videos de aulas de Matemática no Japão, na Alemanha e nos Estados Unidos.


� Nomeadamente não conservadores/não conservadores, não conser�vadores/intermediários, não conservadores/conservadores, intermediários/intermediários, inter�mediários/conservadores, conservadores/ conservadores.





� Para uma análise aprofundada ver Vuyk (1981).





� A única excepção é o problema de uma medida, que a autora chama de “problema da palavra chave”. Este problema inclui termos chave (“5 vezes mais”). Os alunos do 4º ano mostram estar mais socializados nesta terminologia e utilizaram uma estratégia multiplicativa.





� As estratégias de contagem quase desaparecem no 3º e no 4º anos, e apenas reaparecem no problema não familiar das combinações. A estratégia de multiplicação é preferida pelos alunos do 3º ano, provavelmente porque é no 3º ano que se dá o algoritmo da multiplicação. Os alunos do 4º preferem as estratégias aditivas.





� No 2º ano, 7 crianças aceitam ser possível combinar blusas e saias de diferentes modos. O seu modo de contagem não é sistemático e por isso apenas uma delas resolve bem o problema. 8 crianças não aceitaram ser possível mais de 3 combinações e utilizam uma estratégia de contagem. No 3º ano, 5 crianças aceitam ser possível combinar de modos diversificados. Utilizam uma estratégia de contagem de modo incorrecto e apenas um chega, por acaso, à solução. 10 crianças não aceitaram as diversas combinações. Todas estas utilizam uma estratégia de contagem. No 4º ano, 12 crianças aceitaram as combinações diversificadas. Uma delas usa uma estratégia de contagem e chega ao resultado certo por sorte. Três não aceitam as diversas combinações e usam uma estratégia de contagem.





� Sem calculares, ordena os quocientes por ordem crescente:  37:2,5   37:250   37:25   37:25,5.





� Nomeadamente o conceito de fracção, o conceito de unidade em situações relativas aos números racionais, a adição de fracções, a noção de equivalência de fracções e ainda a capacidade para lidar com situações que envolvem o conceito de proporcionalidade.





� Neste caso, contexto concreto/abstracto, fracção arquimediana (de numerador unitário)/não-arquimediana, quantidades contínuas/discretas.





� Os principais erros manifestados pelos alunos foram: confundir a parte-todo com a parte-parte (6/3 em vez de 6/9), não considerar uma divisão equitativa, considerar a parte sombreada da figura em vez da não sombreada (1/4 em vez de 3/4), trocar a notação (8/4 em vez de 4/8).





� Os principais erros estiveram relacionadas com a graduação da recta, com a distinção entre o número de pontos marcados na recta e o número de divisões (1/5 em vez de 1/4), com a notação fraccionária (trocar o numerador com o denominador).





� A componente de cálculo mental foi, pois, a mais difícil para os alunos. De entre os alunos que preferiram fazer estimativas, a possibilidade e a facilidade em realizar cálculos mentais foi a nota dominante Onze alunos acharam a estimação fácil e nove difícil. Os restantes situaram-se entre estes dois extremos. A facilidade aparece associada à simplificação das operações e a dificuldade ao cálculo mental, ou dos processos mentais necessários para se estimar. 21 alunos acharam mais importante as regras e os cálculos e apenas 2 tiveram opinião contrária. Interessante que alguns alunos consideraram mais importante estes últimos porque são necessários para estimar. No entanto apenas um aluno não considerou as estimativas importantes.





� Não houve diferenças significativas entre os grupos sobre os conceitos de letra avaliada, letra ignorada, letra como um objecto, letra como uma incógnita específica e letra como um número generalizado. No entanto observando as médias constata-se que existem diferenças entre os grupos nos conceitos de letra como uma incógnita específica e letra como um número generalizado. Não se verificaram resultados globais significativos sobre o factor idade.





� Respostas mais significativas incluem “não, porque são dízimas infinitas e dá sempre um pouco menos que um”, “o valor desta soma não dá 1, mas como vai dar um número infinito (0.(9)) que é muito próximo do número 1 diz-se que o valor é 1”, “sim, porque 0.(3) + 0.(6) = 0.(9) e se arredondarmos para a unidade obtemos 1”.





� Muitos alunos atribuem-lhe dimensões (8º - 35%; 9º - 17%; 11º - 28%) dando respostas como “um rectângulo” ou “uma recta maior e mais larga”. Outros vêem um conjunto de pontos isolados (8º - 29%; 9º - 40%; 11º - 40%) e dão respostas do tipo “um conjunto de pontos seguidos uns aos outros”, “uma recta que não é contínua formada por muitos pontos de tinta, que à vista humana parecem contínuos, mas não são”, “uma recta mais larga e mais curta, pois a lente do microscópio não ia apanhar a recta toda e logicamente vê-se uma série de pontos não observáveis a olho nu”.





� Exemplos de respostas são “que é convergente para a”, “que a é o maior ou menor valor que um toma”, que não toma valores superiores a a”, “todos os termos da sucessão convergem para a”.





� Para dar exemplos de conjuntos numéricos e não numéricos considerados infinitos, as respostas correctas relativas aos conjuntos infinitos não numéricos limitam-se a conjuntos geométricos (pontos de uma recta, de um segmento de recta, de um plano). As respostas incorrectas incluem grãos de areia, gotas de água, átomos da terra. Quanto aos conjuntos numéricos, todas as respostas são correctas. No entanto, nenhum aluno dá como exemplo um conjunto infinito limitado nem refere exemplos de infinitos actuais, isto é, de entidades ou processos com uma dimensão não finita.





� O autor usa o termo formalização, que identifica com “a percepção da relação existente entre um quadrado e um rectângulo, ou seja, se um rectângulo é um quadrilátero com os quatro ângulos rectos e os lados iguais dois a dois, e o quadrado é um quadrilátero com os quatro ângulos rectos e os quatro lados iguais, então um quadrado é um rectângulo” (p. 139).





� No trabalho efectuado na sequência do SIAEP por Ramalho e Correia (1994), que referimos, um dos alunos mostra-se capaz de identificar quadrado como tendo “quatro lados e tem os lados todos iguais” (p. 60). Isto parece ser apenas um caso excepcional e não a regra.





� Trata-se de um inquérito com uma única pergunta, o que é um vector? que é proposto a 944 alunos de 44 turmas do 8º ao 12º ano. O autor constata que a definição, tal como vinha formulada nos programas do 7º e do 10º anos, isto é, vector como uma classe de equivalência de segmentos orientados, é reproduzida por pouquíssimos alunos (1%), todos eles do 10º ou 11º anos. No 8º ano os alunos não têm qualquer ideia do que é um vector e apenas retêm a imagem do seu símbolo. Do 9º ano em diante a maioria dos alunos tem uma noção de vector como um segmento orientado. 





� Quando lhes foi pedido para compararem o tempo gasto a estudar Geometria com o gasto com os outros tópicos, 46% dizem que dedicavam menos tempo à Geometria, 38% que não dedicam nenhum tempo, e apenas 16% dizem que dedicam o mesmo ou mais tempo. 





� No final são apresentados alguns comentários sobre o modo como os alunos responderam a algumas questões. Ficamos a saber, por exemplo, que muitos alunos usaram o Teorema de Pitágoras, apesar de este não ser exigido, quer porque a medida do segmento pretendido se encontrava indicada quer porque podia ser obtida por medição. Para determinar a área de um triângulo não rectângulo, muitos alunos decompuseram-no em dois triângulos rectângulos e aplicaram a fórmula a estes dois. Os alunos também não se revelaram muito cuidadosos na explicitação das unidades utilizadas.





� A organização das aulas segue o seguinte esquema: 1) introdução do assunto e proposta de uma actividade, 2) resolução da actividade pelos alunos, trabalhando aos pares, 3) discussão em grande grupo a partir de uma possível solução, 4) estabelecimento de conclusões, 5) síntese final, 6) marcação do trabalho de casa, 7) registo do sumário.





� No entanto, o mesmo já não se verifica entre os alunos de 9 anos.





� Os alunos sem experiência depositam uma confiança média superior nas suas respostas que os alunos com experiência. Os alunos do sexo masculino demonstram uma confiança média superior que os do sexo feminino, que não chega a ser estatisticamente significativa.





� A que aquele autor chama de enactive, e que são frequentemente traduzidas por motoras.





� Concretamente, todas as capacidades consideradas pela autora têm uma evolução estatisticamente significativa, excepto a percepção das relações espaciais.





� Nos casos em que é pedida a expressão do termo geral, todos os grupos a identificam correctamente. Na resolução individual de problemas deste tipo a maioria dos alunos não recorre ao termo geral, implementando persistentemente uma fórmula de recorrência.





� Neste capítulo debruçamo-nos sobre os processos utilizados por futuros professores na resolução de problemas, deixando para outro capítulo a sua relação com as concepções manifestadas.





� No entanto, as diferenças observadas são pequenas e não é feita uma análise estatística que indique a sua significância.
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