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Introducio

A actividade dos matematicos e o modo como realizam as suas descobertas constitui um
tema fascinante. Desde hd muito que matematicos e filésofos se ocupam desta questao,
em ensaios de cunho filoséfico (como os que Henri Poincaré nos deixou em algumas
das suas obras’), em testemunhos de caracter autobiografico (como o conhecido livro de
G. H. Hardy, 4 apologia de um matematico) ou em trabalhos com uma orientagdo
educacional (como George Pdlya na sua 4 arte de resolver problemas). Neste artigo,
iremos analisar trés aspectos desta problematica: (i) Em que consiste a experiéncia
matematica? (ii) Quais as variedades de discurso dentro da comunidade matematica e
quem a integra? E (iii)) como é que os matematicos encaram a sua actividade de
investigacdo? Em todos estes pontos procuraremos considerar as possiveis implicagdes

para o processo de ensino-aprendizagem.

' Documento de estudo do Circulo de Estudos “Aprender matemética investigando”, elaborado em 2001.
Disponivel em http://www.educ.fc.ul.pt/docentes/jponte/mem/bibliografia.htm.

2 ip@fc.ul.pt.
3 Ver, por exemplo, Poincaré (1984; 1988).




A experiéncia matematica

Philip Davis e Reuben Hersh (1995), no seu livro 4 experiéncia matemdtica”, discutem
com grande pormenor ¢ de modo muito cativante muitas questdes relacionadas com a
investigacdo e o trabalho dos matemadticos, sugerindo que a intuicdo € um
conceito-chave para os compreender. Este livro ¢ em grande medida responsavel pela
popularizagdo da ideia que saber Matematica ¢, sobretudo, “fazer” Matemadtica, ideia
que marcou fortemente as Normas para o curriculo e a avaliagdo da matematica
escolar do NCTM (1991) e, desde entdo, muitos documentos curriculares relativos ao

ensino desta disciplina’.

Os autores comegam por esbogar um quadro da “paisagem matematica”, olhando tanto
para as areas que a constituem como para os actores que nela se movimentam e as
ferramentas que usam. Discutem o que ¢ a Matemadtica, apresentando os méritos e
limitacdes da noc¢do largamente difundida que esta ¢ a “ciéncia da quantidade e do
espaco”. Indicam, também, tratar-se de uma ciéncia dedutiva, mas distanciam-se de uma
visdo exclusivamente “dedutivista” da Matematica’. E sublinham que definicio de

Matematica muda com as épocas.

Ao longo do livro, Davis e Hersh nao escondem a sua surpresa pelo facto do
computador ser uma ferramenta ainda pouco usada pelos matematicos. Indicam que este
instrumento pode servir, em Matematica para calcular valores aproximados, ajudando a
resolver problemas (por exemplo, em Matematica aplicada, Estatistica, Engenharia...),
para gerar dados com vista a formulagao e teste de conjecturas (por exemplo, em Teoria
de Numeros), para fazer célculos e inferéncias e, até, para demonstrar (como no
Teorema das 4 Cores). Além disso, o computador ¢ uma fonte de problemas (por
exemplo, propriedades dos algoritmos) e ¢, ainda, um meio de comunicacgdo e de apoio

ao trabalho cooperativo entre investigadores.

* A edigdo portuguesa ¢ de 1995, mas o livro foi originalmente publicado em 1980.

> A afirmagio “saber Matematica é fazer Matematica”, foi feita originalmente por Polya, um matematico
que muito influenciou estes autores.

% Ou seja, da nogdo segundo a qual s6 temos Matematica quando temos demonstragdes — expressa na
célebre afirmagdo de N. Bourbaki: “quem diz Matematica diz demonstragdo”. Para esta persepctiva, tanto
a Matematica da Babildnia, do Egipto e de outras civilizagdes, bem como a Matematica dos matematicos
aplicados ¢ a Matematica dos alunos dos primeiros anos de escolaridade, nada disso seria
verdadeiramente Matematica. ..



Segundo os autores, apesar de terem existido diversos ramos da Matematica no planeta
(nomeadamente, a Matematica ocidental, chinesa, japonesa, hindu e inca-asteca), ela ¢
presentemente uma ciéncia unificada que ¢ transmitida, na sua maior parte, de forma
aberta e sem segredos. Enquanto que no passado esta ciéncia atraia a atengdo de muitos
“amadores”, actualmente ela ¢, sobretudo, praticada por “profissionais”, pois, como
afirmam, trabalhar em Matemadtica como simples passatempo ja ndo tem “energia”

suficiente para produzir inveng¢des de qualidade.

Varios tipos de experiéncias matematicas sao analisados por Davis e Hersh. Perguntam
onde se encontra a Matemdtica — e respondem que ndo ¢ nos livros mas na mente das
pessoas. Defendem que a propria Matematica muda de época para época e indicam que
o estudo do conhecimento de cada momento esta entrelagcado numa complexa rede de
motivagdes, aspiragdes, interpretacoes e potencialidades. Subscrevem, portanto, a visao

B r . . o . -7
de que a Matematica ¢ fortemente influenciada por factores sociais e culturais'.

Procurando tracar um retrato do “matematico ideal”, os autores sublinham que existem
fortes discrepancias entre o trabalho e a actividade concreta do matemadtico e a
percepcao que ele tem do seu trabalho e da sua actividade. Cada matematico pertence a
um pequeno grupo que tem uma existéncia normalmente efémera mas que se vé a si
mesmo como trabalhando com objectos e relagdes que contém verdades universais e
intemporais. Indicam também que o matematico tem uma fé poderosissima nas
demonstragdes mas revela, ao mesmo tempo, grande dificuldade em explicar para o
exterior o que ¢ uma demonstra¢ao e porque acredita nela. Tudo isto leva os autores a
concluir que a no¢ao de demonstragao €, ela propria, altamente problematica, exigindo

uma discussdo muito mais aprofundada do que o que ¢ habitualmente admitido.

Davis e Hersh apresentam diversos exemplos da grande dificuldade que muitas vezes
existe em Matematica em distinguir o génio do excéntrico. Sabemos que hd muitos
casos de génios incompreendidos na sua época que mais tarde viram reconhecido o seu
valor (os casos de Abel e Galois sdo de todos bem conhecidos®). Mas também ha muitos

casos de excéntricos que tentam por todos os meios convencer os outros das suas

7 Essa é também, recordemos, a posi¢io de Bento de Jesus Caraga (1958), magnificamente expressa no
seu prefacio aos Conceitos fundamentais da matematica.
¥ Ver Caraca (1970).



grandes descobertas, quase sempre triviais ou inexistentes’. Esta dificuldade faz-nos
pensar no problema dos mecanismos pelos quais sdo valorizados os trabalhos em
Matematica, problema ainda mais agravado pela crescente especializagdo que faz com
que os diversos trabalhos tenham de ser avaliados por diferentes matematicos, usando,
muitas vezes, diferentes critérios de comparacdao e, quase sempre, diferentes

interpretacdes dos mesmos critérios.

Procurando articular a dimensdo individual e social, Davis e Hersh caracterizam a
Matematica como uma actividade humana com duas componentes: (i) o génio
individual e (i) a aprovagdo tdcita da comunidade. Afirmam que a Matemdtica como
forma de arte ¢ humanistica e nas suas aplicacdes ¢ cientifico-tecnoldgica. Recusam
como falsa a dicotomia entre individuo e cultura, indicando que ambos sdo decisivos

para o progresso das ideias.

Mais adiante, os autores estabelecem uma distingdo entre Matematica “inconsciente”
(da natureza, dos animais, dos seres humanos) e matematica “consciente” (dos seres
humanos e dos animais superiores), afirmando que entre elas ndo ha uma linha diviséria
nitida. Cingindo-se & Matematica consciente afirmam que ela se baseia, sobretudo, em
trés sentidos: numérico, espacial e cinestético. Na sua perspectiva, a Matematica
consciente divide-se em (i) analogica-experimental e (ii) analitica. Indicam que a
abordagem analitica deriva muita da sua for¢a da preocupacdo em manter o discurso no
mais alto nivel intelectual, o que acaba muitas vezes por se revelar mais importante que
resolver problemas especificos. No entanto, fazem notar que “todos nos sentimos
melhores quando nos movemos do analitico para o analogico” (p. 288), o que constitui
o ponto forte desta ultima abordagem. Os autores sugerem a existéncia de uma
variedade de estilos cognitivos, apresentando posi¢des a favor e contra a primazia da
palavra no pensamento. Indicam, também, testemunhos da importancia de elementos

visuais no raciocinio matematico de cientistas famosos como Hadamard e Einstein'’.

Noutra parte do livro, os autores discutem as diversas escolas da filosofia da

Matematica, com destaque para o platonismo, o logicismo, o construtivismo e o

? Um caso flagrante refere-se a enorme quantidade de pessoas que afirmava ter conseguido demonstrar o
Teorema de Fermat, escrevendo repetidas cartas com pseudo-demonstragdes para matematicos famosos e
para sociedades matematicas. Ver, a este respeito, Davis ¢ Hersh (1995, p. 66).

' Um autor francés, Moshé Flato (1994), num trabalho mais recente, propde outras categorias para a
caracterizagdo de estilos matematicos: (i) pitagoricos versus newtonianos, conforme déem primazia, nos
seus raciocinios, ao discreto ou ao continuo; e (ii) problem solvers versus theory builders, conforme se
dediquem, habitualmente, a resolucio de problemas isolados ou a construcdo de teorias.



formalismo''. O platonismo (por vezes também designado por realismo) encara os
objectos matematicos com existindo num mundo proprio, independente dos seres
humanos — o mundo das ideias de Platdo. O logicismo, o construtivismo e o formalismo
ndo se debrucam directamente sobre a natureza dos objectos matematicos mas sobre as
condigdes de certeza em Matematica. O logicismo procura resolver o problema da
certeza reduzindo a Matematica a Lodgica, usando para isso uma construgdo
extremamente abstracta e formal, que mais tarde se vem a revelar inviavel. O
construtivismo (ou intucionismo) encara os nimeros naturais como o dado fundamental
da Matematica, s6 aceitando construgdes envolvendo processos finitos. Finalmente,
para o formalismo s6 interessam as regras do jogo matematico — as regras de inferéncia
pelas quais se estabelecem as proposicdes matematicas — ndo tendo os conceitos

matematicos qualquer significado em si mesmos.

Os autores indicam, por exemplo, que o platonismo e o formalismo estdo em lados
opostos em relacdo a questdo da existéncia da realidade matematica, mas ndo divergem
sobre os modos de raciocinio validos. Recorrem a um exemplo do desenvolvimento de
um modelo matematico para defender a tese que a sua constru¢ao depende da suposicao
platonica que este modelo matematico ¢ um objecto matematico bem definido.
Procuram assim ilustrar que o platonismo tanto se pode encontrar nos matematicos
puros como nos matematicos aplicados. Referem que a posi¢do filoso6fica mais comum

entre os matematicos ¢ a de balangar entre o platonismo e o formalismo.

Qualquer dessas trés escolas da Filosofia da Matematica procurava encontrar uma forma
de mostrar a infalibilidade desta ciéncia. Por isso, sdo por vezes designadas por
filosofias absolutistas'?. Davis e Hersh consideram que estas filosofias entroncam no
“mito de Euclides”, ou seja, na crenca que a Matematica contém verdades acerca do
Universo. Apresentam também um ponto de vista alternativo, a perspectiva historico-
critica da Filosofia da Ciéncia de Carl Popper. Esta perspectiva viria a ser aplicada a

Matematica por Irme Lakatos, constituindo a abordagem falibilista que ¢ explicada em

"' Uma discussdo aprofundada sobre estas escolas encontra-se em Davis e Hersh (1995, pp. 229-335) e,
também, em Ponte, Boavida, Graga e Abrantes (1998, pp. 9-43).

'> Querendo isso dizer que encaram a Matematica como um conhecimento absolutamente certo,
indubitavel.



pormenor13 .

No final do livro Davis e Hersh retomam o tema da intuicdo. Para eles, explicar o
fendmeno do conhecimento intuitivo em Matematica ¢ o problema bdasico da
epistemologia da Matematica. Assim, come¢am por notar que este termo por vezes
parece ter um estatuto elevado — um resultado “intuitivo” ¢ mais convincente que um
ndo-intuitivo; um livro com uma abordagem “intuitiva” comunica melhor as suas ideias
que outro livro mais formal e abstracto. Outras vezes, pelo contrario, o termo intuitivo
surge com um estatuto muito baixo — o que ¢ intuitivo ¢ enganador, sendo mesmo

errado. Trata-se, portanto, de um conceito vago e com multiplos significados, que os

autores procuram inventariar:

- oposto de rigoroso;

- visual;

- plausivel ou convincente, na auséncia de demonstragao;

- incompleto, com forte possibilidade de estar errado;

- apoiado num modelo fisico e, neste sentido, quase o0 mesmo que “‘heuristico”;

- unificado ou integrado, em contraponto com detalhado ou analitico.

Posto isto, Davis e Hersh formulam a tese que a intuicdo (em teoria) poderd ser
dispensavel no ensino ou na apresentacdo de resultados, mas € central na descricdo da
investigacdo. E acrescentam trés ideias centrais: (i) toda a posi¢ao filosofica sobre a
Matematica se apoia de um modo essencial numa maneira de ver a intui¢do; (ii)
nenhuma das posi¢des filosoficas cldssicas tenta explicar a natureza e o significado da
intui¢do; e (iil) a intuicdo ¢, apesar de tudo, explicavel e analisavel e deveria ser

objectivo da Filosofia da Matematica produzir essa explicagao.

Os autores argumentam que, para o platonismo, a intui¢do ¢ um conceito incomodo. Se
a Matematica existe num mundo a parte, como se explica que se possa desenvolver uma
intuicao acerca dos seus objectos? Sera que ela ¢, como dizem, “o contraponto ao nivel

subjectivo da realidade matemadtica ideal ao nivel objectivo” (p. 363)? Ficamos assim

1 . . . ~ . .
? Os autores indicam, igualmente, algumas questdes que Lakatos deixa por responder, nomeadamente: (i)
Qual a natureza dos objectos matematicos nas teorias matematicas informais? (ii) De onde saem os
falsificadores potenciais das teorias matematicas? E (iii) as dedugdes sdo afinal rigorosas ou ndo?



com dois mistérios em vez de um: (i) a relagdo entre a realidade ideal e a realidade
mundana e (ii) a relacdo entre 0 matematico-pessoa e a sua intuicdo. O construtivismo,
também designado por “intucionismo”, da um lugar central a intuicdo dos nimeros
naturais. No entanto, ndo explica como se desenvolve a intui¢do desses numeros,
baseando-se no dogma (discutivel) que eles seriam universais. Finalmente, o
formalismo ndo atribui nenhum papel a intui¢do, mas também ndo consegue explicar
como chegam os matematicos a construir um significado para os conceitos matematicos

nem indica como estabelecem as suas conjecturas e descobertas.

Davis e Hersh apresentam entdo a sua propria perspectiva sobre a intui¢do. Esta seria o
efeito na mente de certas experiéncias de actividade e manipulagdo de objectos
concretos. Temos intuicdo porque temos representacdes mentais de objectos
matematicos. Adquirimos estas representagdoes ndo através de memorizacao de formulas

verbais mas por experiéncias repetidas, sancionadas por um processo social.

Esta visdo da intuicdo permite aos autores apresentarem entdo a sua “definicao” da
Matematica: “No reino das ideias, dos objectos mentais, as ideias cujas propriedades
sdo reproduziveis sdo chamadas objectos matematicos, e o estudo dos objectos mentais
com propriedades reproduziveis ¢ chamado Matematica” (p. 367). Trata-se de uma
defini¢ao proxima da ideia que a Matematica ¢ a ciéncia dos objectos abstractos, que
ndo remete directamente para o mundo fisico mas para as relagdes entre objectos do
mundo fisico e relagdes entre essas relagdes. A intuicao sera entdo a faculdade pela qual
podemos considerar estes objectos mentais. Promover o desenvolvimento da intui¢ao

passa a ser, nesta perspectiva, um dos principais objectivos da educa¢io matematica'”.

A comunidade matematica e as suas praticas discursivas

Os matematicos formam uma comunidade com a sua cultura propria. Como toda a
cultura, esta tem os seus conceitos, normas, valores, problemas, métodos e critérios de
verdade e de validade, partilhados pelo menos até certo ponto pela generalidade dos

seus membros. Uma dada cultura pode ser estudada através dos discursos que nela se

'* O papel central da intuigdo na aprendizagem da Matematica foi estudado em profundidade por diversos
autores, que destaque para o psicologo israelita Efraim Fischbein (1975).



produzem. Paul Ernest (1993) propde uma analise do discurso dos matematicos em trés
niveis: sintaxe, semantica e pragmatica’”. A sintaxe diz respeito ao sistema de regras
formais (de gramatica e de demonstragdo), a semantica refere-se ao sistema de
significados e interpretagdes e a pragmatica estuda o nexo de regras humanas,

propositos e decisdes relativas ao uso da linguagem.

Assim, para Ernest, o nivel da sintaxe, envolve a “formulagdo rigorosa da Matematica,
consistindo em afirmacgdes formais e demonstracdo de resultados” (p. 99). Este nivel
compreende, em Matematica pura, elementos como axiomas, definigdes, lemas,
teoremas e demonstracdes e, em Matematica Aplicada, elementos adicionais como
problemas, algoritmos, métodos e modelos. Este nivel inclui a Matematica dos artigos
aceites em conferéncias e revistas e constitui o que ¢ aceite como a Matematica
“oficial”. E considerado como um nivel objectivo e impessoal, onde temos a
Matematica “real” dos platonistas. Este ¢ o nivel em que o conhecimento matematico
assume um estatuto mais elevado, e ¢ também a sua parte mais visivel. O autor faz ainda
notar que, apesar da grande preocupagdo com o rigor, este nivel ndo envolve o rigor
maximo, pois 1sso requereria o uso permanente da logica e ndo seria nada funcional para
os objectivos dos matematicos. Ou seja, trata-se de um nivel de rigor extremamente
elevado mas, apesar de tudo, limitado. O nivel de rigor usado pelos matematicos ¢, tao
s0, o nivel considerado adequado pela profissdo, nivel este que, de resto, tem evoluido

consideravelmente ao longo da Historia da Matematica'®.

Em segundo lugar, h4 o nivel semantico da Matematica, que também se pode designar

por informal. Este nivel inclui, segundo Ernest

as formulagdes heuristicas dos problemas, as conjecturas informais ou nao
verificadas, as tentativas de prova e a discussao histdrica e informal. Este ¢
o nivel da Matematica ndo oficial, respeitante aos significados, relagdes e
heuristicas. Os matematicos referem-se a comentarios'’ neste nivel como

. ~ 1
“motiva¢do” ou “pano de fundo™'®.

'S Ernest afirma basear-se numa ideia de Charles Morris. No entanto, a distingdo entre sintaxe, semantica
e pragmatica ¢ bem conhecida da Linguistica.

' A questio do rigor na pratica matematica é igualmente discutida por Davis e Hersh (1995), que
assumem uma posi¢ao semelhante a expressa por Ernest.

'" Remarks, no original. Trata-se de um termo muito usado na giria matemética, nomeadamente em
conferéncias e debates.

'8 Background, no original.



Este nivel consiste assim no que o autor designa por Matematica pessoal e subjectiva e,

como conhecimento matematico, tem um baixo estatuto.

Em terceiro lugar surge o nivel do conhecimento pragmatico, ou profissional, dos
matematicos € da comunidade matematica. De acordo com Ernest, este nivel diz

respeito

as instituicdes matematicas, incluindo conferéncias, locais de trabalho,
revistas, bibliotecas, prémios, bolsas, etc. Diz também respeito as vidas
profissionais dos matematicos, as suas especialidades, publicacdes, posi¢ao
académica, estatuto e poder dentro da comunidade, recursos, etc. Este nivel
ndo ¢ considerado como sendo conhecimento matematico. Este
conhecimento ndo tem estatuto oficial em Matematica dado que ndo se
refere aos conceitos matematicos propriamente ditos, embora alguns dos
seus aspectos se reflictam, por exemplo, em informacdes e avisos que
surgem nas revistas. (p. 99)

Ernest afirma que a pratica dos matematicos se processa nestes trés niveis. Como
dominios de discurso existe uma hierarquia que vai do nivel da sintaxe, mais estreito,
especializado e rigoroso até ao nivel pragmatico, mais abrangente, expressivo e portador
de ambiguidades. O autor nota que os niveis mais expressivos podem referir-se aos
niveis menos expressivos, mas o contrario nao acontece. Para ele, esta hierarquia traduz
igualmente alguns dos valores dos matematicos. Quanto mais formal, abstracto e
impessoal ¢ o conhecimento matematico, mais este ¢ respeitado. Em contrapartida,
quanto mais o conhecimento matematico é heuristico, concreto e pessoal, menos ¢

valorizado.

Esta valorizacdo, segundo Ernest, tem as seguintes consequéncias:

Os valores descritos acima levam a identificagdo da Matematica com as suas
representacdes formais (no nivel sintactico). Esta ¢ uma identificacdo que ¢
feita tanto por matematicos como por filésofos da Matematica (pelo menos
por aqueles que subscrevem as filosofias absolutistas da Matematica'”). Esta
valorizagdo da abstracgdo na Matematica pode também explicar
parcialmente porque razao a Matematica ¢ vista como objectiva. Na medida
em que estes valores enfatizam as formas puras e as regras da Matematica,

1 . . . <~ , . /o .

? Ou seja, como se referiu no ponto anterior, as posi¢des filosoficas segundo as quais a Matematica é um
conhecimento absolutamente certo e inquestionavel. O contraponto destas filosofias absolutistas sdo as
filosofias falibilistas, segundo as quais a Matematica ¢ falivel e sujeita a revisdo.



facilitam a sua objectificacdo e reificacdo™ (...) Esta valoriza¢io permite
que os conceitos tidos como objectivos e as regras da Matematica sejam
despersonalizados e reformulados sem grande consideragao pela sua
propriedade, ao contrario do que acontece com as criagdes literarias. (p.
100)

O autor, referindo-se a Foucault, indica que os trés niveis de pratica discursiva podem
ser considerados como distintos mas inter-relacionados. Cada um deles tem os seus
sistemas simbolicos proprios, o seu corpo de conhecimentos, o seu contexto social e as
suas relacdes de poder, muito embora tudo isso possa estar escondido. Assim, da como
exemplo o nivel da sintaxe, no qual regras rigorosas indicando que formas de discurso
sdo aceitaveis sdao cuidadosamente mantidas pela corporacdo matematica, muito embora
possam mudar com o tempo. Isto tanto pode ser visto como consequéncia de decisdes
racionais baseadas em pensamento logico (se o nosso foco ¢ na sintaxe), como no
exercicio do poder por um grupo social (se o foco estd na pragmatica). No seu entender,
uma compreensao alargada da Matematica envolve um reconhecimento do que se passa

em cada um destes niveis e nas suas inter-relagoes.

A diferenciacdo entre os trés niveis de pratica discursiva em Matematica revela-se muito
util, pois permite ver que esta ciéncia ndo € apenas um conjunto de ideias abstractas
organizadas logicamente (o nivel sintactico). A Matematica ¢ feita por pessoas e grupos,
que se envolvem em processos complexos de construcdo de significado (nivel
semantico), que actuam com os seus propositos e intengdes em contextos complexos e,

muitas vezes, marcados por lutas e tensdes contraditdrias (nivel pragmatico).

A discussdo de Ernest sobre os diversos niveis de pratica matematica suscita
naturalmente a questdo de saber quem constitui ao fim e ao cabo a comunidade
matematica. Muitas pessoas consideram que sé pertencem a essa comunidade os
matematicos profissionais, aqueles que fazem da investigacao a sua actividade principal,
podendo ter ou ndo uma actividade secundaria de ensino. Essa ¢, implicitamente, a
posicdo assumida pelo nosso autor. No entanto, outras perspectivas incluem os
professores de Matematica como pertencendo a esta comunidade e outras, ainda,
alargam-na aos alunos e a populagdo em geral. Por exemplo, para Davis e Hersh, “na

medida em que todas as criangas aprendem Matematica e uma pequena fraccdo da

2 Objectificagdo é o processo de tornar qualquer coisa objectiva. Reificagdo é o processo de conferir a
alguma coisa o estatuto de objecto real.
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Matematica faz parte da linguagem comum, a comunidade matematica e a comunidade

em geral sdo semelhantes” (1995, p. 29).

Como lembra o livro Everybody counts (MSEB, 1989), na maioria dos paises, se
descontarmos a lingua materna, a Matematica ¢ a disciplina mais estudada. Nos Estados
Unidos, com 250 milhdes de habitantes, o seu ensino requer aproximadamente
1 500 000 professores do ensino elementar, 200 000 professores do ensino secundario
e 40 000 professores do ensino superior. Aproximadamente 5 000 matematicos,
principalmente dos quadros das chamadas research universities, dedicam-se a
investigacdo. Em Portugal, com 10 milhdes de pessoas, 0s numeros serdo
aproximadamente de 30 000 professores no ensino primario, 8 000 professores nos
niveis intermédios (2° e 3° ciclos) e 4 000 professores no ensino secundario®’. O
numero de matematicos activos no nosso pais, no virar do milénio, segundo uma
contagem da SPM, era de 363*.

Numericamente, a comunidade dos matematicos profissionais ndo ¢ muito expressiva.
No entanto, a actividade matemadtica ao nivel da investigagdo ndo mostra quaisquer
sinais de declinio. Como refere o livro Everybody counts, esta, pelo contrario, mais

activa do que nunca:

Em nitido contraste com as condigdes do ensino da Matematica, em
processo de erosdo, encontramos uma enorme vitalidade e diversidade na
amplidao da profissdo matematica. Mais de 25 organizacdes nos Estados
Unidos apoiam algum aspecto do trabalho profissional nas ciéncias
matematicas. Aproximadamente 50 000 artigos de investigagdo — 20 000
por matemadticos americanos — sdo publicados por 2 000 jornais de
Matematica em todo o mundo. S6 ao nivel da escola bésica e secundaria e
do ensino superior existem mais de 25 publicacdes dedicadas a alunos e
professores de Matematica. Alunos e docentes participam em actividades de
resolu¢do de problemas promovidas por estes jornais do mesmo modo que
tomam conhecimento do modo como a presente investigagdo pode estar
relacionada com a mudanga curricular. (MSEB, 1989, pp. 39-40)

Numa primeira aproxima¢do podemos distinguir entre trés grandes dominios onde se

pratica Matematica: (i) o mundo dos matemdticos e daqueles que usam

2! Valores estimados a partir dos dados do Relatério Matemdtica 2001 (APM, 1989).

2 Ver Cruzeiro (2001, p. 89). Cusiosamente, por estes nameros, Portugal, com 36 matematicos por
milhdo de habitantes, tem uma comunidade de investigagdo matematica numericamente mais expressiva
que os Estados Unidos (segundo o MSEB, 1989), que s6 conta com 20 matematicos por milhdo de
habitantes.
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profissionalmente aplicagdes sofisticadas da Matematica; (i) o mundo da vida social
onde se faz uso corrente de ideias, técnicas e conceitos matematicos (das contas do
supermercado aos algoritmos dos bancos...); (iii) o mundo da sociedade onde se
aprende Matematica, ou seja, a escola. Os propdsitos dos actores que se movem em
cada um destes mundos sdao diferentes e, por isso, diferente ¢ a sua relacdo com a

Matematica.

Isso ndo significa que estes mundos ndo tenham nada a ver uns com os outros. Por um
lado, eles usam conceitos, representacoes e ideias em grande medida comuns. Por outro
lado, tanto o mundo da utiliza¢dao corrente da Matematica como o mundo da escola sdo

dependentes do mundo dos matematicos.

Tudo seria simples se a Matemadtica produzida no mundo (i) fosse facil de ensinar e
aprender no mundo (iii) e as pessoas fossem depois capazes de a usar de modo
produtivo e ndo problematico no mundo (ii). No entanto, como todos sabemos, as
relagdes entre estes trés mundos sdo bastante mais complicadas. Pelos testemunhos
existentes, muito poucos sdo 0s que parecem usar a Matematica em situagdes do
dia-a-dia de forma critica e pertinente”. A Matematica tem-se revelado dificil de
aprender e de ensinar — e 0s matematicos, quando ensinam, como acontece no ensino

superior, sdo os professores que obtém os piores resultados™*.

Aqui interessa-nos particularmente a relagcdo entre o mundo (i) dos matematicos e o
mundo (ii1) da escola. Pode-se argumentar que muitos dos problemas que existem no
ensino-aprendizagem da Matemadtica resultam de um excessivo afastamento entre estes
dois mundos. Sendo assim, ¢ de todo o interesse procurar perceber como funciona na
pratica o mundo dos matematicos e ver que implicagdes se podem dai tirar em beneficio
da aprendizagem dos alunos. Para isso, precisamos de ouvir o que nos dizem os
matematicos, muito embora sem aceitar acriticamente tudo o que eles nos dizem, uma
vez que, como mostraram Davis e Hersh (1995), a imagem que tém de si proprios nem

sempre ¢ congruente com a imagem que projectam para o exterior.

» Ver, a este respeito, Schoenfeld (1992).
* Como elequentemente o mostram as pautas das disciplinas de Algebra e Analise Infinitesimal da
grande maioria dos cursos.
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A investigacdo em Matematica vista pelos matematicos

Ernest (1991) fez uma andlise tedrica das praticas discursivas dos matematicos. Como
qualquer analise tedrica, precisa de ser confrontada com estudos empiricos. Um estudo
interessante sobre o modo como os matematicos constroem o seu conhecimento foi
realizado por Leone Burton (2001). Esta autora recolheu testemunhos de 70
investigadores que trabalham em universidade britanicas e irlandesas, metade do sexo
feminino e metade do sexo masculino. O seu objectivo era comparar as descri¢des que
estes matematicos fazem do seu processo de descoberta” em Matematica com um

modelo teodrico por si previamente desenvolvido.

O modelo da autora envolve cinco categorias: (i) Relagdo pessoal e cultural-social; (i1)
Estética; (ii1) Intuicdo e insight; (iv) Estilos de pensamento; e (v) Conexodes. O seu
interesse consistia em verificar se estas categorias, tomadas em conjunto, fornecem um
quadro global completo sobre 0 modo como os investigadores matematicos entendem as
suas praticas epistemologicas relativas ao processo de constru¢do do conhecimento.
Pretendia também perceber o modo como os matematicos encaram estas categorias. Por
exemplo, a categoria “Estilos de pensamento” foi estabelecida a partir das analises de
outros autores, como Davis e Hersh (1995), que identificam dois estilos diferentes — o
analitico ¢ o visual®. Burton interroga-se, por exemplo, sobre se todos os matematicos

se reconhecem num ou noutro destes estilos.

A autora também procurou explorar a relevancia do seu modelo para pessoas que
designa por menos “sofisticadas”. Deste modo, o objectivo deste estudo ndo incide nos
conceitos matemadticos que sdo desenvolvidos na investigagdo, mas nos processos que
usa quem investiga, ou seja, nos diferentes estados por que passa o conhecimento

matematico de quem o desenvolve.

A autora assume que um modelo descrevendo o modo como os matemadticos fazem
Matematica devera ser aplicavel a qualquer pessoa desde que se admita que os objectos
do conhecimento matematico t€ém menos importancia para a aprendizagem que as
praticas nas quais esses objectos surgem. Assume, também, o que designa por

“epistemologia relacional”, que vé o conhecimento como socialmente construido por

»* Coming to know no original.
*® Para uma discussio destes dois estilos, ver Davis e Hersh (1995, pp. 283-297).
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pessoas actuando em contextos sociais bem definidos, em relagdo umas com as outras.
Esta posicdo leva a identificar e a definir as praticas mais e menos adequadas para

conhecer e aprender.

Os dados recolhidos para este estudo provieram de gravagdes dudio e de notas escritas
de 64 entrevistas presenciais e 6 entrevistas telefonicas que duraram, em média, uma
hora e meia. Os entrevistados, a quem foi garantido o anonimato, pertenciam a 22
universidades diferentes. Antes da entrevista receberam um guido com os topicos a
abordar, e que diziam respeito a sua “histéria”, as suas praticas presentes de
investigacdo e ao modo como realizam descobertas em Matemadtica. As notas das
entrevistas foram dadas aos participantes para verificar o seu contetido, fazer emendas e
introduzir eventuais mudancas. As entrevistas decorreram de modo a que os
participantes pudessem explorar questdoes do seu interesse € muitos acabaram por falar

de si mesmos como alunos e professores, embora isso ndo fizesse parte do guido

fornecido.

A autora indica que o seu modelo se mostrou ajustado ao modo como os matematicos
discutem as suas descobertas, embora nem sempre de acordo com as suas expectativas
iniciais. Ou seja, as cinco categorias do modelo foram consideradas pelos matematicos
como apropriadas para discutir as suas praticas de investigagao. No entanto, tomados
um a um, os matematicos posicionaram-se a si mesmos de modo muito diferente em
relacdo a estas categorias, excepto no que se refere a importancia das conexdes, ponto

com o qual todos concordaram.

No que se refere a “Relacdo pessoal e cultural-social”, a maioria dos matematicos
mostrou uma posicdo predominantemente platonista, ou seja, assumiu a crenga na
existéncia objectiva dos objectos matematicos, independentemente dos seres humanos.
Outros, numa posi¢cdo minoritdria — mas, aparentemente, em crescimento — mostraram
aceitar que a Matematica ¢ um produto da actividade humana e depende de factores
socio-culturais. Um numero significativo de matematicos evidencia dar pouca atengdo
ao assunto, parecendo oscilar entre uma e outra posi¢do. Neste ponto, o presente estudo

corrobora o que tinha sido ja indicado por Davis e Hersh (1995), quando dizem que “um
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investigador matematico tipico ¢ um platonista durante a semana ¢ um formalista aos

domingos” (p. 301).%

No que respeita a “Estética”, alguns dos matematicos introduziram os termos “beleza” e
“elegancia” para justificar o que torna um trabalho susceptivel de ser publicado. Outros,
no entanto, ndo se referiram a estética e quando questionados sobre o assunto tomaram
posi¢des muito diversas, ou desvalorizando esta nog¢ao (que consideram “sobreusada”),
ou aceitando-a com muita convicgdo (“é tdo importante que nem vale a pena falar”).
Outros, ainda, mostraram posi¢des contraditorias, ora valorizando ora desvalorizando no

seu discurso os aspectos estéticos.

A maioria dos matematicos considera que a “Intuicdo e o insight” desempenham um
papel fundamental na sua investiga¢do, embora ndo sejam capazes de descrever muito
bem em que consistem e como podem ser desenvolvidos, para além de acharem
importante o contributo da experiéncia®®. No entanto, alguns dos participantes
desvalorizaram o papel destas nog¢des (nas palavras de um deles: “nao penso que tenha

um papel importante”).

No que respeita a “Estilos de pensamento”, a autora indica que, para além dos estilos
visual e analitico ja referidos na literatura, identificou um terceiro estilo, que designa de
“conceptual” — que se traduziria em pensar em termos de ideias e de classificagdes. De
acordo com os resultados que obteve, a distribuicdo seria relativamente equilibrada
entre os trés estilos, com alguma predominancia para o estilo visual. A maioria dos
matematicos mostrou pensar com uma combina¢do de estilos, sendo o visual o mais

frequente.

Como ja referimos, a esmagadora maioria dos participantes deu muita importancia a
ideia de “Conexdes” com outras ideias matemdticas ou com o mundo real. Isso
aconteceu mesmo quando ndo se viam a si mesmos como muito competentes para

estabelecerem essas conexaoes.

No que se refere a0 modo como conduzem a sua investigacdo, um dos matematicos

referiu ter-se verificado uma “mudancga cultural”: a imagem do matematico trabalhando

T A ideia é que no seu trabalho quotidiano os matematicos agem como platonistas. Se se lhes pede para
se justificarem, acabam por assumir uma posigdo formalista (ver a discussdo que sobre este assunto fazem
Davis e Hersh, 1995, pp. 299-303).

¥ Recordemos, mais uma vez, que a experiéncia é um dos temas fundamentais do livro de Davis e Hersh
(1995).
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sozinho nos seus problemas desaparece e ¢ substituida pela imagem do matematico
trabalhando em conjunto com outros matematicos. Esta colaboragdo ¢ em muitos casos
tdo estreita que, nos artigos produzidos, nao ¢ possivel dizer quem contribuiu com o
qué. Segundo a autora, as vantagens que os matematicos apontam para a adop¢do do
trabalho de grupo sdo as mesmas que se encontram na literatura de educacao
matematica e da educagdo em geral, nomeadamente: (i) a possibilidade de beneficiar da
experiéncia dos outros, (ii) a partilha do trabalho, (iii) o aumento da quantidade e da

qualidade das ideias e (iv) o aumento da variedade das competéncias disponiveis no

grupo.

Burton sintetiza assim os resultados do seu estudo:

Em resumo, embora estes investigadores matemdticos acreditem, ou
desejem acreditar, que a Matematica é objectiva, as suas perspectivas sobre
como fazem descobertas em Matematica sdo eminentemente pessoais. Deste
modo, eles apresentam uma dicotomia epistemologica entre o conhecimento
em Matemdtica — um disse, “o conhecimento ¢ uma questio e uma
resposta” — € 0 seu proprio conhecimento matemadtico, que eles, na sua
maioria, descreveram de modo muito pessoal e muito lirico. De um modo
geral, a descoberta foi explicada como um processo de inserir a ultima pega
no puzzle ou uma jornada geografica, um mapa, um panorama. Um
investigador masculino afirmou que “a metafora geografica ¢
intelectualmente razodvel porque vocé€ enfrenta um problema e portanto
voce esta ai e vocé resolve o problema e vocé esta ali — ¢ uma sequéncia de
jornadas nesse sentido — e durante o caminho vocé viu algum terreno
novo”. As suas respostas, tal como acima indicado, vém de questdes sobre o
que, para eles, constituia a Matemadtica e como ¢ que eles sabiam que
“sabiam” algo de novo. Descobrir, ¢ reflectir sobre esse processo, nio era,
segundo disseram, uma coisa a que dessem muita atencdo, nem para si nem
para os seus alunos (de investigacdo). Os matematicos responderam
positivamente as cinco categorias do modelo nos modos como usavam estas
nogdes discursivamente ao falar sobre a sua investigagdo. A categoria
“Estilos de pensamento” produziu evidéncia com profundas implicagdes
para o ensino e a aprendizagem. Além disso, os matematicos forneceram
informagdo sobre como organizam a sua investigacdo que também tem
implicagdes pedagdgicas. (Burton, 2001, p. 595)

Burton considera que o quadro que emerge destes resultados deve preocupar os
educadores matematicos. Os matematicos, trabalhando nas fronteiras do conhecimento,
estdo envolvidos num trabalho criativo que requer um ponto de vista muito diferente

daquele que informa habitualmente o ensino e a aprendizagem da Matematica. As
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diferencas, na sua perspectiva, ndo tém a ver com a sofisticacdo dos actores nem com o
local onde estes se encontram (no gabinete de investigagdo ou na escola), mas “sdo
parte do clima para a aprendizagem criado pelas crengas num conhecimento ‘objectivo’

e o impacto dessas crengas na cultura da sala de aula” (p. 595).

Assim, muitos dos matematicos entrevistados falavam de aspectos como estética e
intui¢do que, para a autora, “constituem e sdo constituidos por uma cultura que ¢
identificavel e ensinavel, e ndo inclui apenas aprender a falar um discurso matematico
aceitavel, mas também os sentimentos associados com essa aprendizagem” (p. 595).
Uma tal cultura, afirma a autora, “€ vista por estes matematicos como apropriada para a
investigagdo mas pouco apropriada para a sala de aula, em que a Matematica ¢é

apresentada como o exemplo supremo do triunfo da razao sobre a emogao” (pp. 595-6).

Sdo diversos os autores do campo da educagdo que apontam que as criangas exploram
0s objectos manipulando-os, voltando-os ao contrario, deitando-os fora e sentindo-os
com o corpo. Os matemdticos, num certo sentido, fazem a mesma coisa quando
exploram os seus objectos de investigagdo. Isso mesmo ¢ assumido pela perspectiva que
toma como ideia basica da aprendizagem a nogao que esta deve ser situada em praticas
da vida real onde estes conceitos e ideias desempenham um papel importante e

constituem recursos discursivos para quem aprende.

A autora indica que este modo de encarar a aprendizagem ¢é consistente com a
perspectiva sobre a investigacdo apresentada pelos matematicos no seu estudo. Tanto
estes autores como os matematicos salientam a necessidade de enquadrar a
aprendizagem num contexto inter-ligado em que a energia para a procura ¢ fornecida
pelo entusiasmo em estabelecer novas conexdes. Diz a autora: “se estas conexdes sao
novas para o individuo que aprende e/ou novas para a disciplina nao afecta radicalmente
a motivagdo para essa procura porque, em qualquer dos casos, a compreensdo ¢é
construida, reflectida e articulada por quem aprende, sendo o conhecimento resultante

propriedade dessa pessoa” (p. 596). E continua:

Aqueles que aprendem tendem a encontrar o conhecimento matematico sem
as experiéncias excitantes de fazer conexdes pessoais e socio-culturais
através dos seus diversos estilos de descobrir essa Matematica. Mas, além
disso, o dominio de uma perspectiva “objectiva” da Matematica traz consigo
implicagdes pedagdgicas. Nao ¢ s6 removida a faceta pessoal da disciplina,
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mas a hierarquia do conhecimento e o elitismo dos que sabem constréi um
clima cultural antagénico na sala de aula. Falando da sua experiéncia em
seminarios, uma matematica disse, “tantas vezes eles pdem centenas de
equacdes que vocé ndo pode agarrar, a partir dos primeiros cinco minutos
vocé nao faz ideia do que ¢ que a pessoa estd a falar. Acho que ¢ uma perda
de tempo.” (p. 596)

Burton considera ser este um exemplo da argumentagdo obscurantista que Davis e

29
777, que estes autores contrastam com

Hersh (1995) denominaram de estilo “espertalhdo
a “alegria estética™ associada a revelagio do “coragdo da matéria”. Diz ainda a autora
que, muitos dos que aprendem, podem desejar encontrar mais argumentos estéticos do
que do tipo espertalhdo, mas para que isso acontega tem de existir um acordo sobre o
que sdo realmente argumentos estéticos € um respeito por aqueles que os usam, sejam
eles alunos ou investigadores. E sustenta também que a cultura ndo se modificara até

que os comportamentos do tipo ‘espertalhdo’ sejam desafiados e considerados

inaceitaveis.

Para Burton, o estudo que empreendeu tem outras implicacdes para a pratica
pedagdgica. Em primeiro lugar, a discussao da estética abre uma area importante para
investigar. O seu argumento ¢ que, tal como os matematicos tém diferentes
sensibilidades estéticas, também os alunos que aprendem Matematica devem poder
experimentar esteticamente esta ciéncia de modos diversos, em vez de serem tomados
de forma homogénea. Além disso, uma vez que todas as pessoas sentem alegria e
motivagdo nas experiéncias estéticas, todos deveriam ter oportunidade de ter esse tipo
de experiéncia na sua aprendizagem da Matematica. A autora critica fortemente a ideia
que quem aprende tem de comegar pelas coisas “basicas” antes de poder perceber as
coisas interessantes. Na sua opinido, forcar as pessoas a aprender dessa forma leva-as a

ndo quererem aprender mais nada.

Em segundo lugar, serd importante valorizar a importancia da intui¢do e do insight de
quem aprende. A autora nota que a maioria dos matematicos valoriza estes aspectos na
sua investigacdo, mas tende a ndo manifestar respeito pelas intuigdes e insights de quem
aprende, nem a ter uma atitude de os ajudar a desenvolver. A autora interroga-se sobre a

razdo porque, sendo a intuicdo e o imsight tdo importantes para os matematicos,

¥ Wiseguy argument, no original.
3 festetic delight, no original.
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merecem tao pouca atencao dos professores e afirma a sua convicgao no valor de um
estilo de ensino que encoraja os alunos a explorar as suas reacgdes intuitivas a uma dada

situagao.

Em terceiro lugar, no que se refere a estilos de pensamento, Burton nota que muitos
daqueles que usam um estilo predominante de comunicag¢do (visual, analitico ou
conceptual), ndo tém em consideragcdo que quem os ouve pode ter preferéncia por outros
estilos. Muitas vezes s6 estabelecem uma boa comunicagdo com quem partilha o seu
proprio estilo. Além disso, os materiais de ensino sdo construidos muitas vezes sem
procurar explorar diferencas nos estilos de pensamento matematico e oferecer formas
alternativas para atingir um certo objectivo matematico. A autora sublinha que os
curriculos devem “alertar os professores para as diferencas nos estilos de pensamento e
fornecer oportunidades a quem aprende para explorar o seu estilo dominante e aprender

pela sua especificidade” (p. 597).

Finalmente, a autora sublinha a importancia das conexdes, considerando ser
extremamente urgente evitar a fragmentacao do curriculo e ajudar alunos e professores a

explorar conexdes sempre que possivel.

A autora conclui o seu artigo dizendo que todos os que se preocupam com os elevados
niveis de insucesso em Matematica “tém a responsabilidade de tornar a aprendizagem
da Matematica mais semelhante a0 modo como os matematicos aprendem e tornar-se

531

menos obcecados com a necessidade de ensinar as ‘nogdes basicas’ [que sO suscitam]

a falta de interesse por aprender de qualquer aluno” (p. 598).

Burton sustenta que aprender Matematica podera ser, assim, uma actividade semelhante
a investigar. Segundo ela, uma ideia fundamental da investigagdo em questdes de
fronteira é que esta abre novas formas de ver o mundo, reconhecendo que a forma mais
importante de aprender ¢ a que nos permite ver algo de modo diferente. Como
actividade de investigagdo, “a criatividade, o desafio, a motivacdo e a alegria de que
falam os matematicos poderiam estar disponiveis a todos os que exploram a disciplina
como alunos” (p. 598). Mas para que isso aconte¢a, diz a autora, ¢ necessdria uma
mudanca fundamental nas formas como a aprendizagem se processa — no que respeita
ao papel dos objectos do conhecimento na actividade de aprendizagem e na variedade

de estilos de trabalhar com esses objectos.

3! The basics, no original.
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A concluir

A Matematica tem muitas faces e pode ser “praticada” de muitas maneiras. Como
sublinham Davis e Hersh (1995), ndo ¢ s6 a definicdo de Matematica que tem mudado
ao longo dos tempos — ¢é a propria Matematica que tem conhecido profundas
transformagodes. Tudo indica existir uma grande variedade de estilos potencialmente
legitimos de fazer Matematica. No entanto, relacionar-se com a Matematica de modo
interrogativo, colocando questdes, formulando conjecturas, testando casos, encontrando
analogias, estabelecendo relagdes logicas — como fazem todos os matematicos na sua
investigacdo —, ¢ uma actividade susceptivel de despertar o interesse dos alunos e de os
mobilizar para uma compreensao aprofundada das ideias matematicas e para as suas
potencialidades na descrigdo da realidade extra-matemadtica. Por isso mesmo ¢
interessante olhar para a pratica dos matematicos. Ndo se trata de endeusar
acriticamente tudo o que eles fazem (ou dizem que fazem), mas sim de compreender os
processos pelos quais a Matematica, em qualquer dos mundos, pode ser uma actividade

humana apaixonante e extremamente gratificante.
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